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SINOPSE 
O presente trabalho objetiva o desenvolvimento e 
comparaçao das formulações Lagrangeana e Lagrangeana Atualizada 
para a análise não-linear geométrica e física de treliças espa-
ciais, além da apresentação e confronto de diversos métodos de 
solução de equações não-lineares. Estas formulações, juntamente 
com duas de outros autores, são implementadas no programa ANALITE. 
As formulações Lagrangeana e Lagrangeana Atualiza 
da sao desenvolvidas a partir dos princípios gerais da mecânica 
do contínuo. Possibilitam a análise não-linear de grandes desl~ 
camentos e deformações. A estrutura é discretizada pelo método 
dos.elementos finitos, modelo deslocamento. 
A solução do sistema de equaçoes não-lineares po-
de ser efetuada por diversos processos incrementais: iterativos 
tipo Newton (Neton-Raphson e Newton-Raphson modificado), incre-
mental convencional, incremental modificado, incremental auto-
corretivo de primeira ordem e de integração numérica (Runge-Kutta 
de quarta ordem e "predictor-corrector" de Hamming). 
Vários exemplos comparando as diversas possibili-
dades do programa sao apresentados e comentados. 
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SUMMARY 
The main objective of this work is to examine the 
numerical performance of the Total Lagrangean and Updated Lagra~ 
gean formulations for geometrically and materially nonlinear ana 
lysis of space trusses, and the most commonly used nonlinear equa 
tion solution algori thms. These formulations, and two others; are 
implemented in the ANALITE program. 
The Total Lagrangean and Updated Lagrangean form~ 
lations are developed based on general principles of continuum 
mechanics. They make possible the nonlinear analysis of large 
displacements and large deformations. The structure is discreti 
zeted by t_he finite element method, using the displacement model. 
The solution of the nonlinear equation system can 
be carried out by several incremental procedures: Newton itera-
tion type (Newton-Raphson and modified Newton-Raphson), conven-
tional incremental, improved incremental, first-order self-correc 
ting incremental, and some· numériéâl_. integrâtion techniques 
(fourth-order Runge-Kutta and Hamming's predictor-corrector). 
Several examples comparing the different possibi-
lities of the program are presented and commented. 
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I - INTRODUÇÃO 
Treliças espaciais sao estruturas que apresentam 
efeitos não-lineares acentuados: torres de transmissão,cascas r~ 
ticuladas, pontes e coberturas de galpões industriais são exem-
plos largamente empregados. O comportamento não-linear é devido 
a grandes deslocamentos e deformações, além das características 
físicas do material, quase sempre aço ou liga estrutural de alu-
mínio. 
A análise linear de estruturas de barras por méto 
dos orientados a computação é assunto bem estabelecido. O uso 
das deformações da "engenharia" (tensores de deformações despre-
zando termos de segunda ordem) e a consideração do equilíbrio no 
dal da estrutura deformada em relação ã configuração inicial, en 
tre outras, são simplificações permitidas na maior parte dos ca-
sos. Por serem bem conhecidas e até certo ponto simples, somado 
ãs necessidades de projetos mais realistas, os efeitos não-line~ 
res passaram a ser estudados nestas estruturas. A implementação 
de técnicas que pudessem considerar efeitos não-lineares em pro-
gramas destinados à análise linear implicou no desenvolvimento de 
formulações quase sempre incompletas. Comparadas em exemplos pa~ 
ticulares, fornecem resultados satisfatórios, nao sendo entretan 
to, muitas delas, formulações gerais. 
A análise não-linear de grandes deslocamentos e 
tratada em diversos trabalhos. Suas aproximações comparadas com 
soluções de problemas práticos se mostram efetivas. Entretanto, 
à medida que o efeito não-linear se acentua, principalmente no 
que se refere ao comportamento pós-crítico, fica evidenciada a 
necessidade de uma abordagem mais geral. É imprescidível que o 
2 
tensor de deformações seja empregado na sua forma completa. Além 
disso, as relações constitutivas utilizadas nas equações de equ~ 
lÍbrio de determinada formulação dependem da configuração esco-
lhida para a definição de deformações. Não se deve esperar que 
formulações distintas forneçam respostas diferentes. A escolha 
do referencial não deve influenciar na solução do problema. 
No presente trabalho apresentam-se as formulações 
Lagrangeana e Lagrangeana Atualizada para a análise não-linear de 
treliças espaciais. Desenvolve~se uma formulação incremental 
de descrição referencial em relação a uma posição intermediária6••• 0 ·, 
sendo permitida a não-linearidade geométrica e física. Com a fi 
nalidade de considerar grandes deformações,utilizaram-se os pr1~ 
cípios básicos da mecânica do contínuo 1~, sendo portanto exibida 
em enfoque tridimensional. As equações de equilíbrio são obti -
das através do princípio dos trabalhos virtuais e a estrutura e 
discretizada pelo método dos elementos finitos, modelo desloca-
mento. Desta formulação derivam a Lagrangeana e a Lagrangeana 
Atualizada. Pretendeu-se avaliar numérica e computacionalmente 
o desempenho de cada formulação, sendo também programadas as de 
Jagannathan 11 • 12 e Martin 14 • 
Devido ao grande esforço computacional envolvido 
na solução de sistemas de equações algébricas não-lineares, espe-
cial atenção deve ser dada aos algoritmos que se mostram eficie~ 
tes para aplicações do método dos elementos finitos. Neste tra-
balho, os métodos de solução são divididos em classes, segundo 
características que lhes são comuns 5•~•ª. Na primeira classe 
sao considerados os algoritmos que verificam o equilíbrio, ou s~ 
ja, os métodos iterativos de Newton-Raphson e de Newton-Raphson 
modificado. Também são comentados os critérios de convergência 
3 
dos mesmos. A segunda classe dispõe dos processos puramente in-
crementais. Analisam-se, além do incremental convencional,os me 
todos de integração numérica: de Runge-Kutta de quarta ordem e 
"predictor-corrector" de Harnrning. Os processos incrementais com 
correção são considerados na terceira classe. A adição de um 
termo corretivo em cada etapa do carregamento assegura melhor de 
sernpenho em relação ao incremental convencional. Estuda-se o me 
todo incremental auto-corretivo de primeira ordem. Corno um caso 
particular deriva-se o método incremental modificado. 
Vários exemplos com a finalidade de confrontar as 
formulações e os métodos de solução são discutidos. As forrnula-
çoes desenvolvidas neste trabalho fornecem resultados idênticos. 
Algumas sugestões e conclusões sao apresentadas. 
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II - FORMULAÇÃO LAGRANGEANA E LAGRANGEANA ATUALIZADA 
Na análise de um meio contínuo a primeira questão 
importante a decidir é a que se refere ao tipo de descrição a 
ser adotada. Normalmente esta escolha recai entre a descrição 
referencial e a espacial 2 • 
Na descrição referencial as variáveis independen-
tes sao: a pos1çao x. 
1 
da partícula em uma configuração de ref~ 
rência escolhida arbitrariamente e o tempo t . Na teoria daelas 
ticidade, a configuração de referência e a natural ou nao defor-
mada. Quando a configuração escolhida e a inicial no tempo t=O, 
a descrição referencial é chamada de Lagrangeana. E também co-




As variáveis independentes da descrição espacial 
x. 
1 
ocupada pela partícula no tempo t sao: a posição presente 
e o próprio tempo t Esta descrição é mais usada em mecânica 
dos fluidos e também e chamada de descrição Euleriana. 
Para a definição de grandes deformações, duas op-
çoes sao usualmente propostas: em termos da configuração não de-
formada ou da configuração deformada. Quando é introduzido o si~ 
tema de coordenadas, na primeira classe, usam-se coordenadas ma-
teriais na configuração não deformada (formulação Lagrangeana) e, 
na segunda, coordenadas espaciais na configuração deformada (fo~ 
mulação Euleriana). 
A formulação Lagrangeana parece a mais adequada a 
teoria da elasticidade, pois a configuração de referência esco -
lhida geralmente corresponde ao estado não deformado, ao qual o 
corpo retorna quando descarregado. As equações de equilíbrio,e~ 
s 
tretanto, devem ser satisfeitas na configuração deformada. 
Neste trabalho, a análise não-linear de grandes 
deslocamentos e deformações é estudada pelo método dos elementos 
finitos, modelo deslocamento, através das formulações Lagrangea-
na e Lagrangeana Atualizada. Ambas as formulações são incremen-
tais3· .. 9,1i2. A formulação Lagrangeana 3··· 9 • 42 mantém o referencial 
fixo na configuração não deformada, enquanto que, na formulação 
Lagrangeana Atualizada 6' 7 , o sistema de referência é transportado 
para a posiçao deformada a cada incremento. Computacionalmente, 
uma formulação Euleriana e idêntica à Lagrangeana Atualizada se 
a configuração de equilíbrio obtida no final de um incremento é 
adotada como referencial para o incremento seguinte'. Stricklin 5 
justifica a denominação de Lagrangeana Atualizada porque esta f6.!:_ 
mulação ainda trabalha com incremen tos do tensor de deformações 
de Green. 
No desenvolvimento do trabalho, a variável t nao 
é considerada por se objetivar apenas a análise estática. As for 
ças definidas, quer de volume ou de superfície, são sempre admi-
tidas conservativas. 
2.1 - TENSORES DE DEFORMAÇÕES 
Supõe-se inicialmente as coordenadas x. 
l 
de um 
ponto P qualquer de um corpo não deformado, como na Figura 2.1. 
O corpo se deforma e P se desloca de u. assumindo a posição 
l 
P As novas coordenadas do referido ponto em relação aos eixos 
de referência fixos serão então: 
x. 
l 










FIGURA 2.1 - DEFINIÇÃO DAS COORDENADAS LAGRANGEANAS E EULERIANAS 
Considerando os deslocamentos u. 
1 
como uma fun-
çao das coordenadas x. no referencial Lagrangeano, ou seja, 
1 
e z. z) 





= (--1 + I ax. 
J 
au. 
--1. + ax. 
1 
e z. 3) 
onde s .. e o tensor de deformações de Green ou de Lagrange. 
1) 
Escrevendo agora os deslocamentos 





e o tensor de deformações sera então definido como~•: 
em relação 
tem-se: 
e z. 4) 




Í)U. ílu. íluk íluk 
€: .• = 2 e --::2- + _J - -- -_-) e z. 5) iJ ílx. ílx. ílx. d X. 
J i i J 
ê o tensor de deformações de Almansi. No caso de de-
formações infinitesimais a Equação (2.5) tem o seu Último termo 
desprezado e o tensor recebe a denominação de tensor de deforma-
ções Euleriano ou de Cauchy, sendo usada então a notação €: o .. 
iJ 
Os tensores das Equações (2.3) e (2.5) são reduzi 
dos à forma de pequenas deformações quando os produtos das deri-
vadas parciais dos deslocamentos podem ser desprezados. Na teo-
ria da elasticidade, para pequenos deslocamentos, não há distin-
çao entre as duas definições. 
Saliente-se que as componentes das deformações f! 
nitas envolvem apenas termos lineares e quadráticos nas compone~ 
tes do gradiente de deslocamentos, portanto as Equações (2.3) e 
(2.5) representam os tensores de deformações finitas completos e 
não apenas uma aproximação de segunda ordem dos mesmos 2 • 
2.2 - TENSORES DE TENSÕES 
Considerando-se um meio contínuo deformado, as 
equaçoes de equilíbrio estático resultante são expressas simple~ 
mente em termos do tensor de tensões de Cauchy 
trico: 
o .. , que e simê 
iJ 
onde 
aã . . 
_21. + p Q. = o 
i ax. 
J 
p e a massa específica do material e 
e 2. 6) 
p Q. sao as forças 
i 
de volume, todos com o referencial na configuração deformada 1 • 
8 
Entretanto, se as deformações sao definidas com o 
referencial na configuração natural, as tensões deverão ser es-
critas em relação ao mesmo referencial. 
Suponha-se um sólido elementar de um corpo defor-
mado, como mostrado na Figura 2.2, e a sua configuração natural. 
A força dP. 
1 
atua na superfície elementar de área 
ça correspondente dP. 
1 
em dA. Pode-se obter os 
dÃ e a for-
tensores de 
tensões em ambas as configurações se definidos como os limites 
de dPi/d.Ã e dPi/dA, quando dÃ e dA tendem a zero, respe~ 







FIGURA 2.2 - CORRESPONDENCIA ENTRE FORÇAS DE SUPERFfCIE NAS CON-
FIGURAÇOES NATURAL E DEFORMADA 
Consideram-se as seguintes relações entre dP. e 
1 
dP. , representadas na Figura 2.3, que são conhecidas como rela-
1 





dP • d P 
( o ) 
9 










e 2. 7) 
(2.8) 
~11 i1 
FIGURA 2.3 - CORRESPONDENCIA ENTRE FORÇAS DE SUPERFÍCIE, DETERMI 
NANDO AS TENSÕES: (a) de Lagrange e (b) de Kirchhoff, 
PARA O PLANO 
A força dP. 
l 
é aquela que atua na superfície ele 
mentar de area dÃ , cujos co-senos diretores da normal são vi, 
enquanto dP. 
l 
e a correspondente à superfície elementar origi-
nal de área dA, com os respectivos co-senos diretores da nor-
mal V. • 
l 
Admitindo-se que a .. lJ e o tensor de tensões referido 
ao estado deformado, isto é, o tensor de Cauchy, tem-se: 
dP. = a .. v. dÃ 
l J l J 
( 2. 9) 
10 
As tensões sao definidas em relação ao estado natural de urna das 
duas maneiras seguintes, escritas de forma semelhante a da Equ~ 
ção (2.9). Se é usada a Equação (2.7), tem-se que 
dP~L) = O~- v. dA = dP. 
1 J 1 J l 
(2.10) 




J 1 J 
dA = (2.11) 
o~. e o .. sao chamados respectivamente de tensor de tensões 
lJ lJ 
Lagrangeano e de Kirchhoff 1 • Os mesmos são mais conhecidos como 
primeiro e segundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff 2 , respe~ 
tivamente. 
Os tensores de Piola-Kirchhoff podem ser relacio-








onde p e a massa específica na configuração natural. 
Da Equação (2.12) ve-se que,ern geral, o primeiro 
tensor de tensões de Piola-Kirchhoff não é simétrico, o que e ex 
tremamente inconveniente para as relações constitutivas. O se-
gundo tensor, Equação (2.13), é simétrico e portanto mais adequ~ 
do. Desta forma, no texto que se segue, será o Único utilizado. 
11 
2.3 - PRINCÍPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS 
Seja um corpo em equilíbrio estático sob a açao 
de forças de volume pQ. 
1 
e de superfície P. 1 , como mostrado na 
1 
Figura 2.4. Supõe-se que a superfície de contorno Ã é dividi-
da em duas partes: 
em Ã
0 
sao prescritas as forças de superfície e 
em Ãu sao prescritos os deslocamentos. 
P; 
FIGURA 2.4 - CORPO DEFORMADO SOB A AÇÃO DE FORÇAS DE VOLUME 
E DE SUPERFÍCIE P. 
1 





por unidade de volume e P- por unidade de superfície, o princí-
1 
pio dos trabalhos virtuais, na configuração deformada, e escrito 
de acordo com a equação: 
de: o .. 
lJ 
dV ~ J_ 
V 
pQ. du. dv + 
1 1 J P- du. dÃ _ 1 1 
Ao 
(2.14) 
onde V e o volume do corpo deformado. O primeiro membro é ex-
presso em termos do tensor de tensões e do incremento do tensor 
12 
de deformações, ambos de Cauchy. O segundo membro e o trabalho 
virtual das forças externas dWe 
çao como: 
Também se escreve esta equa-
di: dV = dWe o .. 
lJ 
(2.15) 
Uma outra forma de obter o princípio dos traba-
lhos virtuais é fazendo uso do segundo tensor de tensões de Pio-
la-Kirchhoff, mais comumente usada que a citada anteriormente 5 • 
O procedimento para a sua obtenção é transformar as integrais na 
Equação (2.14) em integrais sobre o volume não deformado 2 • Tem-
se então que 
J a. . dE. . dV lJ lJ 
= r 




onde V e o volume do corpo nao deformado. 
A 
a 




As Equações (2.16) e (2.17) expressam o princípio 
dos trabalhos virtuais na configuração não deformada, em termos 
do segundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff e do incremento 
do tensor de deformações de Green. 
relacionados por 3, 4 : 
P. 
l 




Observe-se que o segundo tensor de tensões de Pio 
la-Kirchhoff utiliza a área nao deformada do corpo. No caso de 
pequenas deformações, tem o mesmo significado das tensões da en-
genharia, porém, para grandes deformações,deve ser considerado 
apenas como um tensor que multiplicado pelo incremento do tensor 
de Green fornece trabalho 5 • 
No princípio dos trabalhos virtuais as Únicas su-
posições usadas são o equilíbrio e o conceito do meio contínuo, 
sendo o mesmo válido, portanto, para a análise linear e não-li-
near geométrica e física. 
O princípio dos trabalhos virtuais, como conside-
rado, corresponde ao princípio dos deslocamentos virtuais, que é 
usado para formular a solução pelo método dos elementos finitos, 
modelo deslocamento. Este modelo é atualmente considerado ser 
mais efetivoª. 
2.4 - RELAÇÕES CONSTITUTIVAS 
As relações constitutivas tangentes sao expressas, 
no referencial Lagrangeano, de acordo com a equação: 
em que dcr .. lJ 
do .. ;;: 
lJ 
D T .. 
lJ rs 
(2.19) 
sao os incrementes, respectivamente,do s~ 
gundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff e do tensor de defor-
mações de Green, e D T .. lJrS 
é o tensor constitutivo tangente. 
Para o material elástico linear são válidas as re 
lações constitutivas: 
onde D .. lJ rs 
coincide com 
14 
cr .. = D.. E 
lJ lJrs rs 
e o tensor constitutivo. 
D .. 
iJ rs 
Neste caso o tensor 
(2.20) 
D T .. 
lJrS 
O tensor constitutivo tangente,na.configuração d~ 
formada, pode ser obtido pela atualização de D 6' 7 na forma: T.. , 
- ax ax 
= p m n 
p dX· dX-
l J 
D T .. 
lJrS 
lJ rs 
( 2. 21) 
Este tensor relacionará os incrementes dos tensores de tensões 
ªmn e de deformações Epq , de Cauchy, por: 
(2.22) 
No caso do material elástico linear a obtenção do 
tensor constitutivo 
formada, a partir de 
fi , no referencial da configuração mnpq de-
D.. , será através de expressões 
lJ rs 
análo-
gas is da Equação (2.21). 
2.5 - DISCRETIZAÇAO PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
No texto que se segue, a discretização é atendida 
pelo método dos elementos finitos, utilizando-se para tal uma no 
tação matricial bastante difundida~'~•. 
Um ponto qualquer P de um elemento na posição 
nao deformada e identificado, no referencial Lagrangeano, em re-
lação aos eixos cartesianos fixos: 
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X 
X = y (2.23) 
z 
O mesmo ponto, apos uma deformação sofrida pelo elemento, assum~ 
rá a posição P , que no referencial da configuração deformada é 
denotado por: 
X = (2.24) 
O deslocamento entre os pontos P e P da posição inicial a 
deformada, será função de x e de x , e será dado por: 
~(~) = ~(~) = ~,V, .J t (2.25) 
A relação entre x e x e a mesma Equação (2.1), que em nota-
ção matricial é escrita na forma: 
X = X + U (2.26) 
Vetores e matrizes dos gradientes dos deslocamen-
tos sao definidos em função de x , coordenadas no referencial 
Lagrangeano, como 3~: 
E = l_ou dV dW (dW + dV) (dU + dW) (dU 
-o ~x ' ay ' ãz ' ay ãz ' ãz ax ' ay 
8 = ~X , ~y , ~J t 
e 
+ av) 1 t 
ax '._J (2.27) 
(2.28) 
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e o o o e e t 
-X -z -y 
A = o e -y o e o e (2.29) -Z -X 








= l_au av aw_lt 
~x l_Jx' ax '~ 
( 2 . 30) 
Definem-se, de maneira semelhante, vetores e ma-
trizes dos gradientes dos deslocamentos em relação às coordena -









(ª~ + ª~) 
ay az 
= L ~x' ~Y , 
o o 
e -y o 
o e -z 
sendo que, de maneira análoga, 
(ª~ + ª~) 
az ax 
, (ª~ + ª~) lt (2. 31) 
ay ax J 
e J t 
-Z 
(2.32) 
o ~z e -y 
t 
e o e 
-Z -x 






~x = l_a~, ª~, a~lt (2.34) 
l_iix ax aJ 
O tensor de deformações de Green, da Eq. (2.3), 
e então escrito na forma: 
E = (2.35) 
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Este vetor pode ser decomposto na soma dos termos lineares e nao 
lineares dos gradientes dos deslocamentos, respectivamente, ~o e 
~L . Tem-se então que: 
E= ~o+ ~L ( 2. 36) 
onde 
~L 
= !_ A e 
2 - - . ( 2. 3 7) 
De mane ira análoga, a Equação ( 2. 5) (tensor de de 
formações do Almansi), em forma matricial, será: 
ou 
onde 
E = ~X ' i\ E z y zy y zx ' y xJ t 
E= ~o+ ~L 




E (tensor de Cauchy) contém os termos lineares dos gradientes 
-O 
dos deslocamentos, equivalente ao caso de pequenas deformações . 
A Equação (2.40) engloba os termos não-lineares. 
O princípio dos trabalhos virtuais na configura-
çao deformada em relação ao referencial Euleriano, dado nas Equ~ 





dV ; J _ ii gt du dv + 
V 
dÊ -o 
f _ Pt du dÃ 
A 
onde dÊ e a variação do vetor de deformações de Cauchy, 
-O 
o vetor de tensões de Cauchy, 
o vetor de forças externas sobre a superfície deformada, e 






Em relação ao referencial Lagrangeano, ou ã confi 
guraçao natural, o princípio dos trabalhos virtuais, Equações 
(2.16) e (2.17), assume a seguinte forma: 
ou 





onde a variação do vetor de deformações de Green e dada por: 
ds = ds +Ade 
-O 
(2. 48) 
a e o vetor que contém as componentes do segundo tensor de Pio-
la-Kirchhoff 
t 
ª = L'.1x' ªy ªz 'zy 'zx 'x)j (2.49) 
e P e o vetor de forças externas sobre a superfície nao deforma-
da 
(2.50) 
2.6 - FORMULAÇÃO CONSIDERANDO UM REFERENCIAL INTERMEDIÁRIO 
Apesar de não ser usualmente definida na mecânica 
do contínuo, pode-se considerar uma formulação em relação a um 
referencial intermediário 6' 008 • Na Figura 2. 5 são representadas as 
configurações: natural (n), intermediária (i) e deformada (d),de 
um corpo qualquer sujeito a uma deformação arbitrária. Um ponto 
genérico P do corpo terá coordenadas locais x na posição na-
tural. Durante a deformação do corpo até a configuração interme 
diária, o ponto se deslocará de 
u* ; x' X (2.51) 
assumindo a posiçao P' . Com a continuidade do processo,e atin 
gida a posição final, onde o ponto passará a ser conhecido por~ 
aposse deslocar de 
Observe-se também que 






u' = x - x' 
u = u* + u' 
CONFIGURAl,ÃO 















FIGURA 2.5 - CONFIGURAÇÕES: NATURAL (n), INTERMEDIÁRIA (i) E DE-
FORMADA (d), DE UM CORPO AO SE DEFORMAR 
O princípio dos trabalhos virtuais, em notação 
matricial, para um Único elemento, poderá ser escrito na forma : 
= f 
V' 
p' Çt du' dV' + f 
A' 




f a't dE' dV' = dWe 
V' 
(2.55) 
a' e o vetor que contém as componentes do segundo tensor de Pi~ 
la-Kirchhoff no referencial x' Pode também ser considerado 
como a soma: 
a (2.56) 
onde -l a é o vetor de tensões de Cauchy relativo às deformações 
ocorridas entre as configurações (n) e (i) e o vetor de 
tensões Piola-Kirchhoff no referencial ~· correspondente às de-
formações processadas entre as configurações (i) e (d). E' e 
o vetor de deformações de Green no referencial x' devido as de 
formações entre as posiçoes (i) e (d) , sendo dE' o seu in-
cremento. JJ' sao os deslocamentos de um ponto qualquer do ele-
mente entre as configurações (i) e (d). Os demais escalares e 
vetores das Equações (2.54) e (2.55) são definidos de forma seme 
lhante aos da seção anterior, desta feita, no referencial inter-
mediário. 
De maneira análoga a da Seção 2.5, pode-se definir a ma 
triz A' e os vetores E' e e' , dos gradientes dos desloca--o 
mentes, entre as posições {i) e 
das do referencial intermediário. 
(d) , relativos as coordena-
crito na forma: 
O vetor de Green, no referencial x' , pode ser es 
E' E' + E' 
-o -L (2.57) 
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como na Equação (2.36), em que 
e:•= 1 A'8' 
-L 2 -
sao seus termos não-lineares (Equação (2.37)). 
te vetor, como na Equação (2.48), fica: 
de:' = de:' + A' de' 
-o 
(2.58) 
O incremento des 
(2.59) 
Supondo- que o elemento, dentro de um processo in-
cremental de carregamento, se encontra na posição intermediária, 
então os deslocamentos u' de um ponto qualquer do mesmo podem 
ser obtidos dos deslocamentos nodais ~' , como 3,•,9 : 
u' = N' o' ( 2. 60) 
onde N' e a matriz das funções de interpolação. ~ expressa em 
termos das coordenadas da posição intermediária x' . 
Os deslocamentos virtuais du' são escritos dife 
renciando-se a Equação (2.60), ou seja, 
du' = N' do' (2.61) 
O vetor dos gradientes dos deslocamentos 8' pode 
ser relacionado aos deslocamentos nodais por: 
e' = G' o' (2.62) 
onde a matriz gradiente G' contém as derivadas das funções de 
interpolação de N' A Equação (2.62), como definida, é uma re 
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lação linear permitindo escrever que 
d8' = G' do' (2.63) 
As componentes lineares do vetor de Green,da Equ~ 
çao (2.57), são obtidas dos deslocamentos nodais 6' através da 
matriz de deformações B' que contém derivadas das funções -o , de 
interpolação de N' , na forma: 
A variação de E' e 
-O 
E' = B' 6' 
-O -o -
d;c:' = B' do' 
-O -O 
Com base nas Equações (2.57), 
(2.64) 
(2.65) 
(2.58), (2 .62) e 
(2.64), o vetor de deformações de Green, no referencial x' e 
expresso em função dos deslocamentos nodais como: 
E' 
onde 
(B' + l B') 6' 
-O 2 -L 
B' (6') = A' G' -L 
(2.66) 
(2.67) 
e uma matriz de deformações lineares. Como A' e função de~·, 
então E' sera função não-linear de 6' . 
A var1açao do vetor de Green da Equação (2.66),1~ 
vando em conta as Equações (2.59), (2.60) e (2.65), é: 
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ds' = B' dó' 
onde a matriz de deformações B' pode ser escrita como: 
B' (~') = B' + B' -o -L 
(2 .68) 
(2.69) 
Substituindo as Equações (2.61) e (2.68) na Equa-
çao (2.54), tem-se a aproximação do princípio dos trabalhos vir-
tuais, para o elemento considerado, escrevendo-se: 
dó't J 
V' 
dV' = dó't J 
V' 
N't p'g dV' + dó't I N't P' clA' 
A' 
(2.70) 
As equaçoes de equilíbrio nodal, obtidas a partir 
da Equação (2.70), tornam a forma: 
f B't o' dV' 
V' 
J N't p'Ç dV' + J N't P' dA' 
V' A' 
Esta também pode ser colocada corno: 




onde R representa o vetor de forças nodais equivalentes 
devido as forças de volume p'Ç e as forças de supe.!:_ 
.fície P'. consideradas concentradas nos nos. t' e o vetor 
das forças residuais. O sistema da Equação (2.72), quando conve 
nienternen te ex tendido a todo o domínio, representa as equações de 
equilíbrio da estrutura. 
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2.6.l - Matriz de Rigidez Tangente 
A matriz de rigidez tangente, para um elemento,em 
um determinado incremento, e 3,4 • 
K' = lº~'l 
-T Lao 'J (2. 73) 
Derivando a Equação (2.72) obtém-se esta matriz na forma: 
K' = Jr B't -T 
V' 
onde: 
13° l ~ª j dV' + f 
V' 
~~j ij = ªº '. 1 a o'. J 
(2.74) 
(2.75) 
em que i = 1, 2, ... , 6 e J = 1, 2, ... , n , e L' e um ope-
rador diferencial definido por: 




em que k = 1, 2, ... , n e 9, = 1, 2, ... , 6 , sendo n o nume 
ro de graus de liberdade do elemento. Substituindo a Equação (2.68) 
em uma relação análoga à da Equação (2.22), tem-se que: 
D' B' 
-T 
( 2. 7 7) 
A matriz de deformações B' é expressa na Equação (2.69) como a 
soma das matrizes de coeficientes constantes B' e de coeficien -o 
tes lineares B' = A' G' . -L O segundo termo da Equação (2.74) p~ 
de ser reescrito em função apenas das deformações lineares,como: 
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f (L' B')t dV' = f (L' A' G')t dV' (2. 78) 
V' V' 
Wood 3 verifica que uma componente típica do termo L' A' e 
(a 2 u'/ax' aôk) , que é um coeficiente da matriz gradiente G' da 
Equação (2.62), e escreve que 
onde 
S' = 
(L' A' ~')t = G't S' G' 
T' !3 xy 
T' !3 yz 
e !3 e a matriz identidade 3 x 3 . 
(2: 79) 
(2.80) 
A matriz de rigidez tangente do elemento pode ser 
colocada na forma: 
onde 
e 
K' = K' + K' -T -D -o 






K' = J G't S' G' dV' 
-o 
V' 
2.7 - O ELEMENTO DE TRELIÇA ESPACIAL 
(2.83) 
A fonnulação para o elemento de treliça espacial é desen 
volvida considerando-se um referencial intermediário. Posterior 
mente e particularizada para as formulações Lagrangeana e Lagra~ 
geana Atualizada 10 • 
2.7.1 - Formulação em Relação a Um Referencial Intermediário 
Supõe-se inicialmente um elemento de treliça na 
configuração não deformada (natural) cujo sistema de referência 
é identificado por x no sistema local. Ao deformar-se, duran-
te um incremento de cargas, o elemento passa pelo referencial 
intermediário, em que os eixos de referência sao os de coordena-
da x' . Posteriormente, atinge a posição final do incremento, 
na qual os eixos cartesianos locais são representados por x 
As três posições e referenciais do elemento são representadas p~ 

















~ CONFIGURAÇÃO y L NATURAL{n) 
FIGURA 2.6 - O ELEMENTO DE TRELIÇA NAS CONFIGURAÇÕES: NATURAL(n), 
INTERMEDIÁRIA (i) E DEFORMADA (d), REPRESENTADO PA-
RA O PLANO. 
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O princípio dos trabalhos virtuais para o elemen 









e cr sao as primeiras componentes, do incremento 
do vetor de deformações e do vetor de tensões, respectivamente, 
de Cauchy. A e a areada seçio transversal nio deformada do ele 
mento, que e mantida constante por se tratar de um 'elemento uni-
dimensional. Nesta forma 
(2.85) 
e os deslocamentos nodais entre as posições inicial e final, mos 






\ V\ \ 
\1-vu, 
X 
FIGURA 2. 7 - DFSLOCAMENI'OS DO ELEMENTO DA POSIÇÃO INICIAL À-FINAL, REPRESEN 
TADOS PARA O PLANO 
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O princípio dos trabalhos virtuais em relação ao 
referencial Lagrangeano, corno na Equação (2.47), é dado por: 
A J a de dx = dWe 
J/, 
(2.87) 
onde de e o sao as primeiras componentes, do incremento do 
vetor de deformações de Green e do vetor de tensões Piola-Kirch-
hoff, respectivamente. A é também a área da seçao transversal 
não deformada do elemento. Tem-se então que 
e = (2.88) 
Adotando agora o referencial coincidente com a 
configuração intermediária (~') , a equação do princípio dos tra 
balhos virtuais, Equação (2.55), torna a forma: 
onde 
-1 
o t' o e 
A J a' de' dx' = dWe (2.89) 
J/, 1 
a, = ;i + oi (2.90) 
sao as primeiras componentes, respectivamente, do 
vetor de tensões Piola-Kirchhoff no referencial x' , do vetor de 
tensões de Cauchy correspondente as deformações processadas en-
tre as configurações (n) e (i) , e do vetor de tensoes Piola-
Kirchhoff no referencial x' relativo as deformações ocorridas 
entre as configurações (i) e ( d) i' é a primeira cornpone~ 
te do vetor de deformações de Green no referencial x' devido as 
deformações entre as configurações (i) e (d) , sendo de' o 
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o seu incremento. Nesta forma 





2 l ax' av' 
2 
( ax') 
onde, de acordo com a Equação (2.57), 
E' ;;;; E' + E' o L 
(2.91) 
(2.92) 





que sao mostrados para o plano na Figura 2.8. Os deslocamentos 
de um ponto qualquer do elemento poderão ser calculados através 


















n' = 2' 
o 








L .. \ 
FIGURA 2.8 - DESLOCAMENTOS DO ELEMENTO ENTRE AS POSIÇÕES INTERME 
DIÁRIA E FINAL, REPRESENTADOS PARA O PLANO 
A primeira componente do vetor dé Green da Equa-
çao (2.92), também escrita de acordo com a Equação (2.66), fica: 
E' ; (B' + l B') 6' 
-o 2 -L 
onde, da Equação (2.64), 






1 B' ; 








1 B' ó' = 2 L -L -
1 ~ au' 2 av' = 2 C ax' l + Cax' l 




G' 1 = I' 
au· 
B' = A' G' -L 
av' aw' 
ax I ' - êlx I ' - ax I ' 
A' L au' av• = ax I ' ax I ' 
- 1 o o 
o 1 o 
o o - 1 
2 
+ aw• J Cax' l 
au' av' aw' J 
ax' 'dx' ' ax' 
aw' J 
ax' 
1 o o 
o 1 o 
o o 1 
De acordo com a Equação (2.69), obtém-se 
B' B' + B' 
-o -L 
= 1 L- (l + au•l _ av• _ aw• ,(l + au•l av' 










Deve-se notar que, baseado na Equação (2.62), 
e, = G, o, 
Lau' av' ::;;; ai' ' ax I aw' J t ' ax' (2.106) 
No referencial Lagrangeano, a relação constituti-
va tangente (que define a propriedade tangente do material) e ex 
pressa, como na Equação (2.19), de acordo com a equação 
(2.107) 
em que do e o incremento da primeira componente do ,vetor de 
tensões Piola-Kirchhoff e ET é o módulo de elasticidade tange~ 
te. 
Para um material elástico linear as relações cons 
titutivas sao escritas, como na Equação (2.20), na forma: 
a E E (2.108) 
onde E é o módulo de elasticidade. Para este tipo de material 
E e ET sao idênticos. 
O módulo de elasticidade tangente ET pode ser 
obtido diferenciando-se a Equação (2.108) e igualando-a à Equa-
ção (2.107): 
E = dE e E) E + E e E) 
T de: (2.109) 
Corno ET e função apenas da deformação axial do elemento (e:). , 
34 
pode-se representá-lo graficamente corno sendo o coeficiente ang~ 
lar da tangente, no gráfico a= a(E) , para um valor de E con 
siderado, corno na Figura 2.9. 
d ' E , -- , tg "'-
T d é, 
& 
_J 
FIGURA 2.9 - REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE ET 
Na configuração intermediária, o módulo de elast! 
cidade tangente E1 é obtido pela atualização de ET, baseado 
na Equação (2.21), corno: 
Pode-se escrever que, de acordo com a Equação (2.22), 
da' = E' dE' 
T 
em que da' e o incremento de a' . Corno -i a 









onde dcr 1 e o incremento de cr 1 
Para um material elástico linear, o módulo de elas 
ticidade E' , no referencial intermediário, é obtido a partir 
de E, com base na Equação (2.21), de acordo com a relação: 
JI, ' 3 
E' = E """I3 (2.113) 
A matriz de rigidez tangente do elemento !i , de 
acordo com a Equação (2.31), é expressa pela sorna das matrizes 
K' e K' -D -cr A matriz K' e obtida da Equação (2.82): -D 





AE' T -y 





(l + ax') 
dx' 
( 1 + au' ) aw' ' au' 
2 
ax' ax' ' - (l + ax') 
av' aw• 
ax' ax' 
' _ (l + au') av' 
ax• ax' 
' _ (l + au') aw• 
ax' ax' 
_ (l + 3u') av' 
ax' ax' 
av' aw' 
- ax' ax' 
(1 + au•) aw' ax' ax' 
av' aw' 
- ax' ax' 
-------------------------------------------'-----------------------------------------------------
S I M ~ T R I C A 
au' 2 
(l + ax'l (1 
+ au') av• 
ax' ax' (1 
+ au') aw' 
ax' ax' 
av• aw• ----ax• ax• 
(2.114) 
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De acordo com a Equação (2.83), obtem-se a matriz 
ma: 
K' A J G't o' G' dx' 
-o= !l' 
= A !l' G' t o' G' 
A -i 1 
= r,- (o + o ) 
!3 ; - !3 
' _____ l. ____ _ 
' ' ' - !3 : !3 
K' , na for-
-o 
(2.115) 
A resultante das tensões internas correspondentes 
ao estado de deformação do elemento, baseado na Equação (2.72) 
e: 
F = A I B't o ' dx' 
!l ' 
= A !l ' B't o ' 
= A o' L- (l + au') av' aw' (l + au') av' awjt (2.116) ax' ax' - ax' ' ax' ' ax' 'ax' 
A formulação foi desenvolvida no sistema de eixos 
local, portanto os co-senos diretores do elemento devem também es 
tar referidos ã configuração coincidente com as coordenadas x'. 
2.7.2 - Formulação Lagrangeana 
A formulação Lagrangeana pode ser derivada da fo~ 
mulação anterior. !j necessário que o referencial intermediário, 
identificado por x' , seja considerado coincidente com a posi-
ção inicial,de coordenadas x, ou seJa, 
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X 1 = X (2.117) 
e que se trabalhe com as coordenadas deste referencial Lagrange~ 
no. 
A tensão axial de Cauchy relativa as deformações 
entre os dois referenciais agora idênticos será 
-i 
a = O (2.118) 
portanto, 
a' = a 1 = a (2.119) 
e a tensão axial do segundo tensor de Piola-Kirchhoff. A defor-
mação axial de Green passará a ser 
E 1 = E (2.120) 
Os deslocamentos o' e o serao iguais, e os comprimentos 2' e 
2 do elemento também. 
O môdulo de elasticidade tangente e 
E, = 
T (2.121) 
já comentado no Parágrafo 2.7.1. No caso do material elástico 
linear o môdulo de elasticidade passará a ser 
E' = E = ET (2.122) 
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A matriz de rigidez tangente do elemento ~T se-
ra a soma das matrizes ~D e K , onde: 
-(J 
~D= 
(l + élu/ 
élx 
(l + élu) élv 
élx élx 
(l + élu) élw ' _ (l + élu) 
2 
élx élx ' élx 
élv élw 
ax· élx 
' _ (l + élu) élv 
élx élx 
' _ (l + élu) élw 
' élx élx 
- (1 + ~~) ~~ 
élv élw 
- élx élx 
_ (1 + élur élw 
élx • élx 
élv élw 




S I M E T R I C A 
(l + élu/ 
élx 
(l + élu) élv 
élx élx 








= Aa T 
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!3 ; - !3 
' _____ 1. ____ _ 
' ' ' - !3 : 
(2 .124) 
A resultante das tensões internas correspondentes 
ao estado de deformação do elemento torna-se 
F = Aa [ (1 + ~~) , - av ai' ( 1 




Na formulação Lagrangeana os co-senos diretores 
do elemento permanecem constantes e iguais ao do sistema local 
não deformado em qualquer incremento. 
2.7.3 - Formulação Lagrangeana Atualizada 
A formulação Lagrangeana Atualizada .também pode 
ser derivada da formulação desenvolvida no referencial interme-
diário. Neste caso;o referencial intermediário, cujas coordena-
das são x' é considerado coincidente com a posiçao final do 
incremento de cargas, identificado por x, ou seja, 
x' X (2 .126) 
Utiliza-se então o referencial da configuração deformada para o 
cálculo das tensões internas ao final do incremento de cargas, e 
o mesmo é mantido fixo nesta posição para o cálculo da matriz de 
rigidez tangente a ser utilizada no incremento posterior. 
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A tensão axial do segundo tensor de Piola-Kirchhoff corre~ 
pondente às deformações entre os dois sistemas de referência ci-
tados, já coincidentes, e 
i o = o (2.127) 
então, 
-1 
o' = o = o (2.128) 
sendo o a tensão axial de Cauchy. A deformação axial s' fi-
cará nula e será a deformação axial de Cauchy. o serao os 
deslocamentos entre as posições inicial e final, enquanto que os 
deslocamentos o' se anularão. Os comprimentos t' e t do 
elemento coincidem. 
O módulo de elasticidade tangente, chamado então 
sera 
(2.129) 
No caso do material elástico linear o módulo de elasticidade tor 
na-se 
(2.130) 
A matriz de rigidez tangente do elemento !r po-
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Na formulação Lagrangeana Atualizada as coordena-
das nodais do elemento e, consequentemente, os co-senos direto-
res, sao corrigidos ao final de cada incremento. Com a finalida 
de de se trabalhar sempre com as tensões de Cauchy, a resultante 
das tensões internas correspondentes ao estado de deformação do ele-
mento só é calculada após a atualização do referencial. 
A tensão axial de Cauchy é obtida através da atua 
lização do referencial, ou seja, da transformação da tensão axial 
(Piola-Kirchhoff). Tem-se então que 6~ 
(2.133) 
A resultante das tensões internas pode então ser 
obtida através da equação: 
F = Aã l_:- 1 , O , O , 1 , O , Q__j t (2.134) 
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A formulação Lagrangeana Atualizada é ainda uma 
formulação de descrição referencial, pois trabalha com incremen-
tas do tensor de deformações de Green. 
2.8 - OUTRAS FORMULAÇÕES 
Desenvolveram-se neste trabalho as for~ulações L~ 
grangeana e Lagrangeana Atualizada para treliças espaciais .a pa~ 
tir de formulações gerais. Procurou-se também avaliar os desem-
penhos destas formulações em relação às aproximações mais comu-
mente empregadas. 
Vários autores 0,1""· 22 , 39 apresentam formulações con-
siderando grandes deslocamentos. A formulação proposta inicial-
mente por Martin~, estendida ao caso especial, também é analis~ 
da neste texto. Confrontou-se ainda os resultados de alguns exem 
plos apresentados em diversos trabalhos. 
Para o elemento em estudo, a Única formulação co~ 
siderando grandes deformações é a apresentada por Jagannathan 11 'l2 • 
~ também discutida na presente análise. 
Martin 1~ (posteriormente Cook 13 ) , para a análise 
não-linear geométrica usando a formulação Lagrangeana, escreve a 
deformação axial do elemento de treliça plana na forma: 
au 
E:= ax + 1 C av / z ax (2.135) 
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sao as matrizes, respectivamente, elástica linear 
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ou convencional, não-linear de primeira ordem e não-linear de se 
gunda ordem. O Índice M refere-se ao trabalho de Martin~. 
O cálculo da resultante das tensões internas cor-
respondentes ao estado de deformação do elemento e executado atra 




Na mesma formulação apresentada por Martin 14 , pa-
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Jagannathanu.~ comenta sobre a influência do ter 
mo (3u/3x) 2 /2 na deformação axial, para o estudo de grandes d~ 
formações além de grandes deslocamentos, escrevendo-a na forma : 
E = (2.146) 
ou seja, utiliza a expressao completa da deformação axial de 
Green para a formulação Lagrangeana, e que e a mesma usada no 
presente trabalho. Jaganna than 11 '~ trabalhando com a análise nao 
linear geométrica, escreve a matriz de rigidez tangente 
forma análoga à da Equação (2.136), sendo que: 
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SIMtTRICA 
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---------------------------------,-- ------------------------------------- (2.148) 
e au) 2 au av au aw 
E: L + ax ãx ãx ax ax 






O índice J refere-se aos trabalhos de Jagannathan 11 '~. 
A resultante das tensões internas correspondentes 
ao estado de deformação do elemento, também é obtida de maneira 
análoga à da Equação (2.141), através da matriz de rigidez secan 
te ;i, semelhante à da Equação (2.140). 
A matriz de rigidez tangente e a resultante das 
tensões internas, apresentadas por Jagannathan 11 '~, são matemati 
camente iguais às da formulação Lagrangeana apresentada no pre-
sente trabalho, considerando apenas a não-linearidade geométrica 
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III - METODOS DE SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇOES NÃO-LINEARES 
Diversos algoritmos sao propostos para a solução 
de sistemas de equaçoes algébricas não-lineares. Os algoritmos 
de interesse devem entretanto atender a uma série de caracterís-
ticas especiais. Os processos apresentados neste trabalho se 
destinam à análise de estruturas pelo método dos elementos fini-
tos, requerendo a solução de grandes sistemas de equaçoes em ca 
da etapa da análise. Na escolha de um dos métodos, importante 
atenção deve ser dada à precisão dos resultados e a eficiencia 
computacional. 
As equaçoes de equilíbrio, qualquer que sej• a for 
mulação empregada, podem ser escritas na forma 5• 24 '"' 26• 34 : 
(3.1) 
onde K e a matriz de rigidez linear ou convencional, q ove-
tor de deslocamentos nodais, p 
~ 
o vetor de forças devido as car 
gas aplicadas, e g o vetor de pseudo-forças devido aos efeitos 
não-lineares. Os tres vetores são referidos ao sistema de refe-
rencia global. 
Não sendo possível a obtenção da solução exata do 
sistema da Equação (3.1), torna-se conveniente a definição de 
equações de desequilíbrio nodal como segue: 
W = - K q + p + Q (3,2) 
em que w e o vetor das forças de desequilíbrio nodal, ou seja, 
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das forças residuais, 
O vetor P pode ser colocado como o próduto de 
um parâmetro de carga conveniente À (escalar) e de um vetor de 
cargas normalizadas r , ou seja, 
P = À r (3. 3) 
Os métodos considerados neste trabalho foram agr~ 
pados, de acordo com a maneira que pretendem satisfazer à equa-
ção de forças residuais, em 5 • 24 • 26 : 
1jl = o 
. 
1jl = o 
- métodos que efetuam iterações para restabelecer o 
equilíbrio;-
- métodos incrementais (o ponto indica derivaçâo em 
relação ao parâmetro de carga À), e 
. 
1jl + z 1jl O - métodos incrementais com correção. 
3.1 - 1~ CLASSE: SOLUÇÃO COM VERIFICAÇÃO DO EQUI'L!'BRIO (p = ~) 
Nesta classe de métodos de solução das equaçoes 
não-lineares, tenta-se satisfazer às equações de equilíbrio a me 
nos de uma preestabelecida tolerância. 
3.1.1 - Método Iterativo de Newton-Raphson 
_Raphson s, 24·, •• 21 
incrementas. 
O primeiro método considerado e o de Newton·" 
no qual o carregamento pode também ser aplfcado em 
O vetor de forças de desequilíbrio nodàl corres-
pondente aos deslocamentos estimados q e as cargas aplicadas 
P , tem a forma: 
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l/J (q) = - ~ g + P + gCg) (3.4) 
Desenvolvendo este vetor em série de Taylor em torno do ponto~' 
obtém-se a seguinte expressão para os deslocamentos g + ~ g 
+ ~~~(gg)l_ ~(g + ~g) = ~(g) [ a -1 (3.5) 
No método de Newton-Raphson sao mantidos apenas os dois pr1me1-
dos termos da série da Equação (3.5), e considera-se que as for-
ças residuais correspondentes aos deslocamentos q + ~g sao des 
prezíveis. A Equação (3.5) é reduzida a: 
(3. 6) 
As derivadas parciais da Equação (3.6) sao fornecidas pela dife-
renciação das forças de desequilíbrio nodal da Equação (3.4), e 
obtem-se: 
e 3. 7) 
A Equação (3.7) também e escrita na forma: 
(3.8) 
onde n indica g passo iterativo atual (n = O, 1, 2, ... , N) . 
~(g)n representa a matriz de rigidez não-linear devido aos des-
locamentos estimados A Equação (3.8) é resolvida para cal 
cular os (n + 1)-ésimos incrementas dos deslocamentos. Estes 
incrementas são então usados para determinar um vetor de desloca 
mentas melhorados 
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q +l , em que -n 
( 3. 9) 
As Equações (3.8) e (3.9) sao as relações de recorrência do méto 
do iterativo de Newton-Raphson. Com uma estimativa initial dos 
deslocamentos, estas equações são utilizadas sucessivamente. O 
processo iterativo é realfzado até que os incrementas dos deslo-
camentos ou as forças de desequilíbrio nodal sejam suficientemen 
te pequenas. O critério de convergência utilizado é o da norma 
Euclideana modificada dos deslocamentos. 
Quando as cargas sao aplicadas em incrementas. o 
processo iterativo é empregado para cada valor de P . O método 
de solucio procura satisfazer às equacões de equilíbrio. isto é. 
~=O . para cada incremento do carregamento. 
Na Figura 3.1 é representada a forma de converge~ 
eia do método para uma estrutura com um grau de liberdade e com 





FIGURA 3.1 - METODO ITERATIVO DE NEWTON-RAPHSON 
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Deve-se notar que, na Equação (3. 8), (K + N) e a 
matriz de rigidez tangente. 
3.1.2 - Método Iterativo de Newton-Raphson Modificado 
A segunda técnica de solução estudada é o .método iterati-
vo de Newton-Raphson modificado. Este método é semelhante ao de 
Newton-Raphson convencional anterior, porém a matriz de rigidez 
tangente é mantida constante em várias iterações, só sendo atua-
lizada quando se torna lenta a velocidade de convergência. Esta 
modificação visa uma diminuição do esforço computacional, evitan 
do a geração constante da matriz de rigidez tangente. 
Alguns autores comentam sobre a possibilidade do 
uso de um acelerador de convergência com o intuito de melhorar a 
eficiência do método. 
No presente trabalho, considerou-se que a atuali-
zaçao e feita sempre que se inicia um incremento de cargas. 
A representação da forma de convergência do méto-
do iterativo de Newton-Raphson modificado é mostrada na Figura 
3.2, para urna estrutura com um grau de liberdade e a aplicação da 
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FIGURA 3.2 - METODO ITERATIVO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO 
3 .1. 3 - Critérios de Convergência dos Métodos Iterativos 
Os critérios de convergência usados na análise nao 
linear de estruturas,através de métodos iterativos, podem ser dl 
vididos em três grupos: critério de forças, critério de tensões 
e critério de deslocamentos. 
O critério de forças normalmente se baseia naco~ 
paraçao entre as forças de desequilíbrio nodal da estrutura e as 
cargas aplicadas. Seu uso e desaconselhado em estruturas em que 
os vetores de forças a serem comparados contenham grandezas de 
dimensões diferentesw. 
No critério de tensões, verifica-se a variação das 
tensões durante um passo iterativo em relação a um nível de ten-
são prescrito. Este critério se adapta bem a treliças, cabos e 
membranas,sujeitos a grandes deformaçõesw. 
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Quanto ao critério de deslocamentos, observe-se 
inicialmente a definicio do vetor admensional E• baseado nos 
deslocamentos da estrutura, e definido como: 
em que 
... ' ... ' 
t 
i'iq 1 I 
qnJ (j) 
e a variação no deslocamento componente 
(3.10) 
l duran 
te o passo iterativo J. q e o maior deslocamento componente, ' ir 
e n e o total de incógnitas. Três normas alternativas sio entio 
sugeridas para o valor deste vetor: a norma absoluta modificada 
1 n tiq. li E 111 i: l = -n i=l qir 
(3.11) 
a norma Euclideana modificada 
= ( k 
n tiq. 




e a norma máxima 
tiq. 




Para qualquer das três normas, o critério de convergência usado 
e: 
li E li < Y 




-6 10 , dependendo da pr~ 
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Bergan~ comparada as três normas dos deslocamen-
tos para uma placa delgada (fortemente nio-linear) e uma casca 
abatida (moderadamente nio-linear), usando o método de Newton-
Raphson, e apresenta um gráfico dos valores de 11 E li em funçio 
do número de iterações, reproduzido na Figura 3.3. As curvas ob 
tidas variam quase que paralelamente, indicando nio haver prefe-
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-- , NORMA EUCLIDEANA MODIFICADA 
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FIGURA 3.3 - COMPARAÇAO ENTRE CR~TERIOS DE CONVERGÊNCIA 
No presente trabalho utiliza-se a norma Euclidea-
na modificada dos deslocamentos. O valor de teste da convergên-
cia y é fornecido como dado do programa (adotando-se quase sem 
pre y; 10- 5). 
3 .1. 4 - Outros Métodos da Primeira Classe 
Entre os métodos da primeira classe, também podem 
ser citados 5 : aproximações sucessivas, minimizaçio direta dopo-
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tencial total e perturbação estática, nao estudados neste traba-
lho. 
3.2 - 2~ CLASSE: SOLUÇÃO INCREMENTAL (f = ~) 
A segunda classe dos métodos de solução contem 
aqueles que resolvem a Equação ~=O. 
Derivando a Equação(3.llcorn respeito ao parãrnetro 
À 2~, tem-se: 
(3.15) 
Os coeficientes do vetor do Último termo da Equa-
çao (3.15) assumem também a forma: 
ôQ. 
• l • 
Q. = - q. 
1 ôq. J 
J 
(3.16) 
A Equação (3.15) pode então ser reescrita corno: 
. 
(K + N) g = t' (3.17) 
em que os coeficientes da matriz N sao semelhantes aos de sua 
correspondente na Equação (3.8). O sistema da Equação (3.17) ca 
racteriza a segunda classe. 
3.2.1 - Método Incremental Convencional 
Considerou-se inicialmente o método incremental 
convencional, que e obtido aplicando-se o processo de diferença 
. 
posterior de Euler para g na Equação (3.17)~, fornecendo en-
tão a expressão: 
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(3.18) 
em que m indica o incremento de cargas atual (m = 1, 2, ... , M ). 
Esta mesma equação é também apresentada em outros trabalhos 5'~,v. 
Na Figura 3.4 é representada a solução obtida a 
cada incremento, para o método incremental convencional, em uma 
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FIGURA 3.4 - MBTODO INCREMENTAL CONVENCIONAL 
3.2.2 - Método de Runge-KUtta de Quarta Ordem 
A seguir, é apresentado o método de Runge-Kutta de 
quarta ordem. Reescrevendo a Equação (3.17) como um sistema de 
equações diferenciais ordinárias de primeira ordem, obtém-se: 
dg 
(K + N) dÀ = E (3.19) 
Cada equaçao deste sistema pode também assumir a forma: 
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dq. 
d;; Fj (:\, ql, qz, ···, qn) (3.20) 
em que j indica a equaçao considerada e n e o numero total 
de equaçoes. 
Escrevendo a Equação (3.19) em forma incremental, 
tem-se 29 
(3.21) 




q .. - q.(:\.) 
J l J l 
j ; 1, 2, ... , n . qj i é a solução da 





te são conhecidas, porem as do i-ésimo incremento de cargas sao 
os resultados obtidos no intervalo anterior. 
Para cada equaçao do sistema, a integração numéri 
capelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, para o 







kj2 F. (;\ .. + 
l:iÀ 
qii' * q~i) J l 2 ' q2i' ... ' (3.26) 
+ 1 l:i"A kj2 q .. = q .. 2 J l Jl (3.27) 
kj3 = F. (À. + 
l:iÀ 
qni) J l 2 ' qli' q2i' 
... ' (3.28) 
(3.29) 
e 
... ' (3.'.>0) 
A E•quação (3.23) é aplicada naralelamente a cada uma das n equ~ 
ções do sistema.da Equação (3.21). 
3.2.3 - Método "Predictor-Corrector" de Hamming 
Considera-se a seguir o método "predictor-correc-
tor" de Hamming. Hamming pesquisou várias classes de métodos t-ª=. 
po "corrector" de quarta ordem, e s·ele-cionou o que apresentava 
melhor combinação entre estabilidade e precisão, para ser usado 
com algum método tipo "predictor". Optou pelo "predictor" de 
Milne de quarta ordem, modificando-o através de· uma estimativa 
do erro de truncamento. Esta mesma alteração foi também introdu 
zida na etapa "corrector" do método 30 • 
Seja o sistema de equações diferenciais ordinárias 
de primeira ordem, obtido da Equação (3.17) (Equação (3.19)): 
dg 
(K + N) d"A = E (3.31) 
em que cada equaçao assume também a forma (Equação (3.20)): 
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dq. 
af" = F j (À' ql' q2' ... ' qn) (3.32) 
onde j = 1, 2, ... , n . Em forma incremental a Equação (3. 31) 
torna-se (Equação (3.21)): 
(3.33) 
Para cada urna das equaçoes do sistema, o método 
de Harnrning necessita, além das condições iniciais do problema 
q. 0 , de três incrementas subsequentes q. 1 , q. 2 e q. 3 J, ], ], J, 
que são obtidos no método de Runge-Kutta, e das derivadas F. , 
J, o 
F. 1 J , 
F. 2 e F. 3 , fornecidos pela Equação (3.32). J , J , 
Apresenta-se a seguir o algoritmo do método "pre-
dictor-corrector" de Hamrning, · · para urna equaçao qualquer 
j (j = 1 , 2, ... , n) O processo e aplicado paralelamente para 
cada equaçao j , em cada incremento de cargas • 30 l • 
Seja q .. 
J , l 
a solução estimada para a j-ésirna va-
riável dependente , ou seja, 
q .. - q. (À.) 
J , l J l 
e F .. a derivada calculada 
J , l 
F. . = F. (À., q1 . , q2 . , ... , q . ) J,1 J 1 ,1 ,1 n,1 
(3.34) 
(3.35) 
Supõe-se que qj,i , qj,i-l , qj,i-Z , qj,i- 3 , Fj,i , Fj,i-l e 
F. - 2 são conhecidos. B também considerado ser conhecido o er J,l-
rode truncamento local e. . da etapa "corrector" do método. J , l 
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A solução 
"predictor" de Milne como: 
p 
qj , i + 1 e calculada através do método 
p 
qj ,i+l = q .. 3 + !3 AA (2 F .. J,l- J,l F .. l + 2 F .. 2) J,l- J,l-
(3.36) 
Esta solução é então modificada, levando em conta que o erro de 
truncamento local não será muito diferente do valores-
timado e. . , tendo-se: 
J , l 
e a derivada 
-P P 112 
qj,i+l = qj,i+l + ~ ej,i 
-P F. . 
1 
sera: 
J 'l + 
-P 
F. . 1 
J '1 + 
· -P -P -P 
= F j ( \ + 1 'q 1 , i + 1 ' q 2 , i + 1 ' ... ' qn, i + 1) 
(3.37) 
(3.38) 
Aplicando a etapa "corrector" do método, obtém-se 
então: 
c 
qj, i + 1 F .. 1ll J, 1- ~J 
(3.39) 
O erro de truncamento local estimado no atual incremento sera: 
9 c P 
= 121 (qj ,i+l - qj ,i+ll (3.40) 
A solução final fornecida nesta etapa e obtida pela modificação 
da Equação (3. 39) , utilizando o erro de truncamento da Eq. (3 .40), 
como segue: 
c 
= qj,i+l - ej ,i+l (3.41) 
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O valor da derivada, para o incremento seguinte, sera: 
3.3 - 3~ CLASSE: AUTO-CORRETIVO DE PRIMEIRA ORDEM (~ + Z~; ~) 
O método incremental auto-corretivo de primeira 
ordem e o que satisfaz à equação 
~ + Zlj, ; O (3.43) 
onde Z e um parâmetro escalar. Este método e mais estável e 
preciso em relação ao incremental convencional, pela adição do termo 
corretivo em cada incremento de cargas. Tal termo pretende ass~ 
gurar que os deslocamentos obtidos devido às cargas aplicadas, se 
aproximam dos valores reais, fornecendo uma consequente melhora 
no equilíbrio estrutural. 
A natureza auto-corretiva do processo pode ser ob 
servada quando e analisada a solução exata do sistema de equa-
ções diferenciais ordinárias de primeira ordem da Equação (3.43). 
Ai-ésima componente da força de desequilíbrio que satisfaz à 
Equação (3.43), é escrita na forma: 
(3.44) 
Da Equação (3.44), verifica-se que, quando o parâmetro de carga 
À cresce, a força de deséquilíbrio decresce expoftencialmen-
te s,26· . 
Substituindo-se na Equação (3.43) a derivada do 
vetor de desequilíbrio nodal, da Equação (3.2), em relação ao p~ 
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râmetro de carga À , vem: 
! g = E + g + z * (3.45) 
A diferenciaçâo dos coeficientes de Q , como na Equaçâo (3.16), 
fornece: 
. 
(K + N) g =E+ z * (3.46) 
• Aplicando-se o processo de diferença posterior de Euler para q 
entâo: 
(3.47) 
em que m · indica o· incremento de cargas atual (m = 1, 2, ... , M), 
e ZnÀ e o fator de amplificaçâo do desequilíbrio. 
Stricklin 5 aconselha que ZnÀ deve variar entre 
1,0 e 1,3. Comenta também, que grandes valores deste fator pou-
co influem na precisâo das respostas, podendo inclusive levar a 
instabilidade do processo numérico em estruturas fortemente nao~ 
lineares que sofrem um rápido aumento de rigidez. 
Quando ZnÀ = 1,0 o método também e chamado de 
incremental modificado. Corresponde ao método de Newton-Raphson 
com uma iteraçâo por incremento. O método incremental modifica 

















FIGURA 3.5 - METODO INCREMENTAL MODIFICADO 
Se o fator de amplificação do desequilíbrio e nu-
lo, recai-se no método incremental convencional. 
No programa de computador desenvolvido neste tra-
balho, Z6À e fornecido como dado do problema. Usou-se sempre 
Z6À = 1,3 para o método incremental auto-corretivo de primeira 
ordem, além de Z6À = 1,0 (método incremental modificado). 
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IV - PROGRAMA AUTOMÁTICO 
Neste capítulo e apresentado o programa ANALITE -
Análise Não-Linear Geométrica e Física de Treliças Espaciais.Com 
a finalidade de comparar a precisão dos resultados e a eficiên-
cia computacional das formulações apresentadas no presente trab~ 
lho (Seção 2.7), o programa também dispõe das formulações desen-
volvidas por Jagannathan 11 • 12 e Martin 14 (Seção 2.8). Efetua tam-
bém os diferentes métodos de solução das equaçoes não-lineares 
apresentados no Capítulo III. Os algoritmos apresentados seguem 
uma mesma linha de programação, semelhante ao exposto por Ebner~. 
São usadas rotinas de cálculo distintas apenas ao nível do ele-
menta, validando a comparaçao dos custos de análise do programa. 
Foi elaborado em linguagem FORTRAN-IV e implemen-
tado no computador Burroughs modelo B-6700 do Núcleo de Computa-
ção Eletrônica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Está 
listado em apêndice: programa principal, 31 sub-rotinas e uma 
função. Devido à grande variedade de opções de cálculo, tomou-
se o cuidado de comentar as diversas tarefas que são executadas. 
O programa fonte dispões de 2.089 cartões. 
4.1 - PROGRAMA ANALITE 
O programa principal tem a finalidade de ler os 
dados do problema (através da sub-rotina DADOS) e definir um dos 
três caminhos a ser percorrido, conforme a análise solicitada, 
através das sub-rotinas seguintes: ALINEl, F25Ml4 ou F25MS6. No 
Quadro 4.1 está esquematizado este procedimento. Os Índices 
IFORM e METOD são lidos como dados e definem, respectivamente, a 
formulação desejada e o método escolhido. No Quadro 4.2 e mos 
trado o relacionamento do programa principal com as diversas sub 
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rotinas, que serao chamadas dependendo do algoritmo de cálculo 
que esteja sendo usado. 
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QUADRO 4.1 - PROGRAMA PRINCIPAL 
4.2 - SUB-ROTINAS DO PROGRAMA ANALITE 
As funções de cada uma das sub-rotinas do progra-
ma ANALITE, resumidamente, são as seguintes: 
DADOS - Lê, em cartões, os dados do problema e armazena as variá 
veis na memória principal. Imprime os dados e retorna 
ao programa principal. Esta sub-rotina permite também 
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QUADRO 4.2 - RELAÇÕES ENTRE O PROGRAMA PRINCIPAL E AS SUB-ROTINAS 
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ALINEl - Efetua a análise linear da estrutura. Chama as sub-ro-
tinas indicadas no Quadro 4.2-. Seu algoritmo está co-
mentado na listagem do programa. 
F25Ml4 - Executa a análise não-linear geométrica e física da es-
trutura para as diversas formulações. São os seguintes 
os métodos incrementais de solução que emprega: iteratl 
vo de Newton-Raphson, iterativo de Newton-Raphson modi-
ficado, incremental convencional e incremental auto-cor 
retivo de primeira ordem. O Quadro 4.2 mostra as sub-
rotinas necessárias ao algoritmo de cálculo, que está 
bem comentado na própria listagem do programa. 
F25M56 - Contém os algoritmos dos métodos de integração numérica: 
Runge-Kutta de quarta ordem e "predictor-corrector" de 
Hamrning, para a análise não-linear geométrica e física, 
nas diversas formulações. Estão apresentadas no Quadro 
4.2 as sub-rotinas utilizadas neste procedimento.Na lis 
tagem do programa encontram-se todos os comentários ne-
cessários ao entendimento do algoritmo de cada um dos 
métodos. 
RIGTO - Gera a matriz de rigidez total: elástica linear (análi-
se linear), e tangente ou secante (análise não-linear), 
dependendo do Índice fornecido pelas sub-rotinas do pri 
meiro nível (ALINEl, F25Ml4 ou F25MS6). Para cada ele-
mento da estrutura, chama as sub-rotinas RIGEL e MOREL. 
RIGEL - Calcula a matriz de rigidez do elemento: no sistema lo-
cal (ESF23) ou no sistema global (RIGTO). Requer as 
sub-rotinas ROTAC e DELOC, e, dependendo do índice for-
necido, calcula a matriz de rigidez do elemento solici-
tada, por meio de uma das sub-rotinas indicadas no Qua-
dro 4.2. 
ROTAC Calcula a matriz de rotação ou, a matriz de rotação e 
sua transposta, para o elemento. 
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DELOC - Calcula os deslocamentos nodais do elemento no sistema 
local. 
RLINl - Calcula os coeficientes da matriz de rigidez elástica 
linear (convencional) para o sistema local (análise li-
near). 
RTANZ Calcula os coeficientes da matriz de rigidez tangente 
do elemento no sistema local para a formulação Lagran-
geana apresentada por Jagannathan 11 'n (análise ·não-li-
near geométrica). 
RTAN3 - Calcula os coeficientes da matriz de rigidez tangente 
do elemento no sistema local para a formulação Lagran-
geana desenvolvida por Martin~ (análise não-linear geo-
métrica e tensor de deformações·.desprezando o termo 
(au/ax) 2 /2) . 
RTAN4 - Calcula os coeficientes da matriz de rigidez tangente 
do elemento no sistema local para a análise não-linear 
geométrica e física através da formulação Lagrangeana 
(desenvolvida no presente trabalho). Utiliza a sub-ro-
tina NLFIS se solicitado. 
RTANS - Calcula os coeficientes da matriz de rigidez tangente do 
elemento no sistema local para a formulação Lagrangeana 
Atualizada, considerando não-linearidade geométrica e 
física (desenvolvida no presente trabalho). Solicita a 
sub-rotina NLFIS quando necessário. 
RSECZ - Calcula os coeficientes da matriz de rigidez secante do 
elemento no sistema local para a formulação Lagrangeana 
desenvolvida por Jagannathan 11 'n (análise não-linear ge~ 
métrica). 
RSEC3 Calcula os coeficientes da matriz de rigidez secante 
do elemento no sistema local para a formulação Lagran-
geana apresentada por Martin 14 (análise não-linear geo-
·métrica e tensor de defmrmações desprezando o termo 
(au/ax) 2 /2) . 
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NLFIS - Introduz a não-linearidade física no elemento . 
MOREL Armazena adequadamente a matriz de rigidez do elemento 
na matriz de rigidez total. E a mesma sub-rotina; ELASS 33 
ARMRT - Armazena a matriz de rigidez tangente total calculada no 
primeiro passo iterativo de cada incremento de cargas 
do método de Newton-Raphson modificado. 
APOIO - Introduz as condições de contorno (restrições nodais)no 
sistema de equações lineares, utilizando a técnica dos 
"zeros e uns". 
SOLSI - E a sub-rotina encarregada da solução do sistema de eq~ 
ções lineares pelo método de eliminação de Gauss, para 
sistemas simétricos em banda. Esta sub-rotina utiliza 
a função MIN. 
CORGE - No caso da formulação Lagrangeana Atualizada, a sub-ro~ 
tina CORGE atualiza a geometria da estrutura, ou seja, 
corrige as coordenadas nodais. 
NORMA No caso dos métodos iterativos, a sub-rotina NORMA cal-
cula a norma Euclideana modificada dos deslocarnentos,p~ 
ra posterior verificação da convergência na sub-rotina 
F25Ml4. 
RUNGE - E a sub-rotina responsável pela integração numérica do 
sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira 
ordem pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. Os v~ 
lores das derivadas necessário.s ao processo são calcul~ 
dos com o auxílio das sub-rotinas RIGTO, SOLSI e APOIO. 
A sub-rotina RUNGE é chamada quatro vezes em cada incr~ 
rnento de cargas. E urna versao adaptada da função 
RUNGE 30 • 
HMING - Efetua a integração numérica do sistema de equaçoes di-





As sub-rotinas RIGTO, 
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SOLSI e APOIO sao também utilizadas para auxiliar no cál 
culo dos valores das derivadas requeridas pelo algorit-
mo. Esta sub-rotina e chamada duas vezes 
to de carregamento. A mesma e uma versao 
função HAMING 30 • 
por incremen-
adaptada da 
ESFLl - Calcula os esforços nos elementos, no caso da análise li 
near. 
DES23 - Calcula o vetor de desequilíbrio nodal, e as cargas de 
equilíbrio nodal do final do incremento (cargas aplica-
das e reações de apoio), no caso das formulações não-li 
neares que fazem uso da matriz de rigidez secante. 
ESF23 - Calcula os esforços nos elementos, no caso das formula-
çoes não-lineares que utilizam matriz de rigidez secan-
te. 
ESF45 - A sub-rotina ESF45 é requisitada nas formulações que cal 
culam diretamente o equilíbrio nodal (apresefttadas no 
presente trabalho), ou seja, não fazem uso da matriz de 
rigidez secante. Esta sub-rotina calcula os esforços 
nos elementos, o vetor de desequilíbrio nodal, e as car 
gas aplicadas e reações de apoio (equilíbrio nodal no 
final do incremento). 
ESEL4 - Esta sub-rotina é chamada pela ESF45, para calcular os 
esforços no elemento no sistema local, no caso da form~ 
lação Lagrangeana. Quando necessário se vale da sub-ro 
tina NLFIS. 
ESELS - Calcula os esforços no elemento no sistema local, no c~ 
soda formulação Lagrangeana Atualizada, quando requisi 
tada pela sub-rotina ESF45. Se necessário esta sub-ro-
tina chama NLFIS. 
RESUL - Encarrega-se da saída dos resultados na impressora. De 
pendendo do Índice IMPRE fornecido ao programa, os re-
sultados serão impressos: ao final de cada passo itera-
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tivo (nos métodos iterativos), ao final de cada. incre-
mento, ou apenas ao final da análise (Último· incremen-
to) . 
4.3 - MANUAL DE UTILIZAÇÃO DO PROGRAMA 
No Quadro 4.3, são apresentados os dados de entra 
da que devem ser fornecidos ao programa. Está indicado, porco-
luna: o número de ordem, o número de cartões, as variáveis, os 
formatos das variáveis e observações. Alguns comentários se fa-
zem necessários. 
4.3.1 - 19 Conjunto: Título do Programa 
Os três primeiros cartões sao destinados ao títu-
lo. Cada um dos cartões pode ser utilizado da soluna 1 à 80 
4.3.2 - 29 Conjunto: Tipo de Análise 
Este cartão define se a análise é linear ou nao-
linear. Se a não-linearidade for apenas geométrica todos os da-
dos estão contidos no cartão, porém, a não-linearidade física só 
e definida nos dois conjuntos de cartões seguintes. Nesta etapa 
o programa verifica a consistência dos dados. 
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ORDEM 
NQ DE VARIÁVEIS FORMATOS OBS. CARTÕES 
1 3 T ITU1 (I) ' 20A4 
2 1 IFORM, METOD, MINCR, 2(9X,Il), 2(5X,I5}, 
MITER,GAMA,ZDl..AM, IMPRE Fl0.8, Fl0.5, 9X, Il 
3 1 NN, NE, NNAP, NNCR, 4(4X,I6), FIO.O, 
E, NPONT SX, IS 
4 NPONT I, SIG(I), EPS ( I) 5X,I5, 2Fl0.5 * 
5 NN I,X(I), y (I)' z (I) 4X,I6, 3Fl0.4 
6 NE I' ICON(Nl+l), 3(4X,I6), Fl0.5 
ICON(Nl+Z), PROP (I), 
onde Nl = NNE*(I-1) 
7 NNAP J , IAI'O (11 +r) ; IAPO (11 + 21 4X,I6, 3(9X,I1) 
IAP0(11+3), onde 
11 = (NG1+1) * (I-1)+1, 
I = 1 + NNAP 
8 1 NUMER, TICAR(I) 6X, I4, 10A4 
9 NNCR J, P(1+1), P(1+2), 4X, I6, 3Fl0.3 
P(1+3), onde 
1 = NG1 * (J-1) 
(*) Este conjunto de cartões só ê lido se NPONT, do conjunto 
anterior, for maior que zero 
QUADRO 4.3 - DADOS DE ENTRADA DO PROGRAMA 
Os significados das variáveis sao: 
IFORM - Índice que define a formulação; 
METOD - Índice que define o método de solução; 
MINCR - numero de incrementas; 
MITER - numero máximo de iterações por incremento; 
GAMA - valor de teste da convergência; 
ZD1AM - fator de amplificação do desequilíbrio, e 
IMPRE Índice que define o tipo de impressão. 
O Índice IFORM define a formulação a ser escolhi-
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da de acordo com os valores seguintes: 
1 - análise linear; 
2 - análise não-linear geométrica, 
formulação Lagrangeana, 
tensor de deformações completo e 
equilíbrio nodal através da matriz de rigidez secante; 
3 - análise não-linear geométrica, 
formulação Lagrangeana, 
tensor de deformações desprezando o termo (au/ax) 2 /2 e 
equilíbrio nodal através da matriz de rigidez secante; 
4 - análise não-linear geométrica e física, 
formulação Lagrangeana, 
tensor de deformações completo e 
cálculo direto do equilíbrio nodal, e 
5 - análise não-linear geométrica e física, 
formulação Lagrangeana Atualizada, 
tensor de deformações completo e 
cálculo direto do equilíbrio nodal. 
No caso da análise linear os demais dados do cartão deverão ser 
nulos. 
O valor de METOD, que define o método incremental 
a ser utilizado para a análise não-linear, pode ser: 
1 - iterativo de Newton-Raphson; 
2 - iterativo de Newton-Raphson modificado; 
3 - incremental convencional; 
4 incremental auto-corretivo de primeira ordem; 
5 - Runge-Kutta de quarta ordem, e 
6 - "predictor-corrector" de Hamming. 
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MINCR e o numero de incrementas que deverá ser for 
necido a escolha do usuário. Todos os métodos necessitam deste 
dado. 
O numero máximo de iterações por incremento MINCR 





a 1 O • 
iterativos. É aconselhável que GAMA varie 
O fator de amplificação do desequilíbrio é exclu-
sivo do método incremental auto-corretivo de primeira ordem. É 
recomendável que ZDLAM varie entre 1, O e 1, 3 5 
mental modificado é utilizado quando ZDLAM = 1,0. 
O método incre-
Na escolha do tipo de impressão, IMPRE assume os 
valores: 
O - resultados apenas no final da análise (Último incremento); 
1 - resultados no fim de cada increméato~'é 
2 - resultados em cada passo iterativo. 
O valor IMPRE 2 so deve ser fornecido aos métodos iterativos. 
4.3.3 - 39 Conjunto: Parâmetros Básicos 
As variáveis deste cartão sao: 
NN - numero de nos; 
NE - numero de elementos; 
NNAP - numero de nos apoiados; 
NNCR - numero de nos carregados; 
E - módulo.de elasticidade, e 
NPONT- numero de pontos do gráfico tensão-deformação. 
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Caso a análise desejada seJa linear ou não-linear 
geométrica apenas, o valor de NPONT deverá ser nulo e o programa 
nao requer o quarto conjunto de dados. Se for desejada também a 
não-linearidade física não deverá ser fornecido um valor para E, 
mas para NPONT. 
4.3.4 - 49 Conjunto: Não-Linearidade Física 
Este conjunto de cartões soe lido se NPONT, do 
conjunto anterior, for maior que zero. Neste caso o numero de 
cartões é igual a NPONT. 
As variáveis deste conjunto sao: 
I - ponto do gráfico tensão-deformação; 
SIG(I) - valor da tensão no ponto I, e 
EPS(I) - valor da deformação no ponto I. 
O gráfico tensão-deformação (o x E) e mostrado na Figura 4.1. 
O programa interpola por retas os pontos do gráfico, que é consi 
derado ser antimétrico, ou seja, uma função impar: o(E) = - o(- E). 
A partir do Último ponto especificado a extrapolação é feita com 





N PONT, 5 
~-----------------& 
FIGURA 4.1 - GRÁFICO - -TENSAO-DEFORMAÇAO 
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4.3.S - 59 Conjunto: Coordenadas Nodais 
Neste conjunto de dados, as variáveis sao: I - o 
numero do no; e X(I), Y(I) e Z(I) - as coordenadas nodais do 
nó I em relação ao sistema de referência global. 
4.3.6 - 69 Conjunto: Conectividades e Propriedades dos Elementos 
As variáveis deste conjunto sao: 
I - numero do elemento; 
ICON(Nl+l) - no inicial; 
ICON(Nl+Z) - no final, e 
PROP(I) - areado elemento. 
NNE e o numero de nos por elemento, que, para o de treliça esp~ 
cial e igual a dois. 
4.3.7 - 79 Conjunto: Condições de Contorno 
Neste conjunto sao lidas as condições de contorn~ 
isto e, as restrições nodais. IAPO é o vetor dos indicadores 
das condições de restrição, que são iguais a zero, quando o apoio 
é prescrito, ou iguais a um, quando livre. 
As variáveis sao: J - numero do no; e IAPO(Ll+l), 
IAPO(Ll+Z) e IAPO(Ll+3) - indicadores das condições de restrição 
do nó J respectivamente nas direções x, y e z NGL é o nú 
mero de graus de liberdade de cada nó do elemento, que é igual a 
três para o de treliça espacial. 
4.3.8 - 89 Conjunto: Título do Carregamento 
As variáveis deste cartão são: 
NUMER - numero do carregamento, e 
TICAR(I) - título do carregamento. 
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O título do carregamento poderá ser fornecido entre as colunas 
11 e 50. 
4.3.9 - 9º Conjunto: Cargas Nodais 
As variáveis deste conjunto sao: J - numero do no; 
e P(L+l), P(L+2) e P(L+3) - cargas aplicadas no no J nas di-
reçoes x, y e z respectivamente. 
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V - EXEMPLOS 
Com a finalidade de comparar as formulações e os 
métodos de solução utilizados no programa, além da eficiência com-
putacional, diversos exemplos são apresentados. 
Para se referir aos métodos de solução dos siste-
mas de equações não-lineares, utilizou-se a seguinte simbologia: 
(1) - iterativo de Newton-Raphson; 
(2) - iterativo de Newton-Raphson modificado; 
(3) - incremental convencional; 
(4-1)- incremental modificado; 
(4-2)- incremental auto-corretivo de primeira ordem; 
(5) - Runge-Kutta de quarta ordem, e 
(6) - "predictor-corrector" de Hamming 
No método incremental auto-corretivo de primeira 
ordem usou-se sempre o fator de amplificação do 
igual a 1,3 . 
desêqúilíbrio 
O valor de teste da convergência para a norma Eu-
clideana modificada dos deslocamentos, nos métodos· iteràtivos, 
-5 foi considerada igual a 10 . Caso não seja feita nenhuma afir-
mação em contrário, o número máximo de iterações por incremento 
será limitado em 20. 
Como o método de Newton-Raphson fornece o equilí-
brio nodal da estrutura, os erros percentuais para os resultados 
comparados foram calculados em relação ao mesmo. 
O programa foi desenvolvido no sistema Burroughs 
B-6700 do Núcleo de Computação Eletrônica da Universidade ·Fede-
ral do Rio de Janeiro. Os custos das análises correspondem ao 
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segundo semestre de 1978 com a USC (Unidade de Serviços de Com-
putação) no valor de Cr$ 1,00. 
5.1 - ESTRUTURAS COM UM lJNICO GRAU DE LIBERDADE 
Os dois primeiros exemplos analisados sao as .es-
truturas das Figuras 5.1· e 5.3·, exemplos clãssicos. ~ consi 
derada apenas a não-linearidade geométrica. 
5.1.1 - Treliça Plana - Dois Elementos 
O exemplo da Figura 5.1 e fortemente não-linear . 
Inicialmente, avaliou-se a qualidade das respostas em função do 
número de incrementas. Comparou-se, em seguida, os resultados 
obtidos por cada método para uma determinada formulação. Por Úl 
timo, foi confrontada a precisão das formulações. A solução di-




-r L : 100 cm 
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FIGURA 5.1 
No Quadro 5.1 sao mostrados os deslocamentos v 
e os custos para as formulações Lagrangeana e Lagrangeana Atuali 
zada (apresentadas neste trabalho), para os diversos métodos de 
solução empregados com diferentes números de incrementas. As for 
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mulações proporcionam os mesmos resultados. Nas diversas opçoes 
apresentadas no quadro, apenas as respostas ao final da análise 
foram requeridas, sendo igual o custo da impressão 
os casos. 
para todos 
Neste exemplo, para o método de Newton-Raphson m~ 
dificado, foi permitido um número máximo de iterações por incre-
mento maior que 20. Na forma em que foi programado (com a matriz 
de rigidez só sendo gerada uma vez por incremento), o Quadro 5.2 
apresenta o número de iterações necessárias no Último incremento 
para se obter a convergência em cada caso. 
M E T. O D. O 
N9 
DE FORMUIAÇÃO (1) (2) (3) (4-1) (4-2) (5) (6) 
INCR. 
i aJSTO V aJSTO V aJSTO V aJSTO V. aJSTO . V V aJSTO V QJSTO 
Lagrangeana . 62,17 76,35 69,10 84,32 
1 
62, 72 74,34 74,20 
1 19,984 19,970 9,599 9,599 9,599 18,216 18,216 
Lag. Atual. 68,12 81,06 67,15 73,24 70 ,26 65, 74 62 ,01 
Làgrangeana 69,07 73,76 71,38 76, 72 72, 25 75,69 70,39 
2 19,984 19,975 11,412 12,334 12,610! 18,999 18,999 
Lag. Atual. 69,69 67 ,86 68,73 68,66 70,06 68, 26 65,57 
Lagrangeana 75,87 73,63 68,74 80,93 75,89 73,41 73,68 
5 19,984 19,979 13,661 15,431 15,662; 19,605 19,160 
Lag. Atual. 69,21 68,25 69,37 71,83 
1 
71,37 75,27 66,92 
Lagrangeana 76,10 76,21 68,34 74,57 ' 74 ,59 83,95 77,19 
17,197] 10 19,984 19,981 15,146 17,035 19,843 19,616 
Lag. Atual...' 76,04 71,07 76 ,24 72 ,10 62,61 76,37 74 ,23 
Lagrangeana 85,19 82,20 72,65 80,49 73,22 94,29 77 ,92 
20 19,984 19,982 16,400 18,151 18,263 19,953 19,854 
Lag. Atual. 88,92 71,01 81,92 78,32 69,93 90,93 78 ,21 
Lagrangeana 158 ,67 125,20 106,42 108,24 100,42 175,53 124,26 
100 19,984 19,984 18,428 19,520 19,5611 19,988 19,993 
Lag. Atual. 144, 72 108,82 101,73 101,56 
1 
97 ,62 165,70 119, 26 
QUADRO 5.1 - DESLOCAMENTOS v(cm) E CUSTOS (Cr$) PARA:DIFERENTES:-NÜMEROS, DE ·INCREMENTOS 
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NÚMERO DE NÚMERO DE ITERAÇOES NO 







QUADRO 5.2 - MlÕTODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO 
O Quadro 5.3 apresenta os deslocamentos v os 
erros percentuais ao final da análise e os custos de cada um dos 
métodos estudados. O número de incrementos de carga foi igual a 
20, e os resultados foram obtidos ao final de cada um. Emprego~ 
se a formulação Lagrangeana Atualizada. 
p M b T o D o 
INCR. ZAE (1) (2) (3) ( 4-1) ( 4-2) (5) (6) 
2 0,0024 0,989 0,989 0,974 0,981 0,983 0,989 º·· 989 
4 0,0048 2,043 2,043 2,010 2,034 2,036 2,043 2,043 
6 0,0072 3,176 3,176 3,118 3,164 3,167 3,176 3,176 
8 0,0096 4,405 4,405 4,315 4,390 4,393 4,405 4,405 
10 0,0120 5,755 5,755 5,622 5, 736 5,740 5,755 5,755 
12 0,0144 7,267 7,267 7,071 7,241 7,247 7,267 7,267 
14 0,0168 9,007 9,007 8,712 8,968 8,976 9,007 9,007 
16 0,0192 11,106 11,106 10,635 11,037 11,050 11,106 11,:106 
17 0,0204 12,374 12,374 11,752 12,273 12,292 12,374 .12., 374 
18 0,0216 13,895 13,895 13,022 13,729 13,757 13,895 13,896 
19 0,0228 15,899 15,899 14,520 15,552 15,600 15,899 15,904 
20 0,0240 19,984 19,982 16,400 18,151 18,263 19,953 19,854 
ERRO (%) 0,00 - 0,01 -17 ,.93 - 9,17 - 8,61 - 0,16 - 0,65 
CUSTO (Cr$) 68,58 64,76 53,08 52,32 53 ,54 67,54 58,70 
QUADRO 5.3 -·DESLOCAMENTOS v(cm), ERROS.E CUSTOS DOS MlÕTODOS 
87 
Os métodos de Newton-Raphson e de ·:Ne,1ton'-Raj:>hson 
modificado fornecem a solução "exata", e são apresentados num grl 
fico carga-deslocamento (P x v) , para uma visualização do com-
portamento da estrutura e comparação com a análise linear, na Fl 
gura 5.2. O método de Runge-Kutta se mostra preciso até o 199 
incremento, enquanto que o "predictor-correç:tor" até o 189 , e 
seus resultados finais são satisfatórios. Os erros dos métodos 
incrementais auto-corretivo de primeira ordem e modificado podem 
ser significativos, dependendo da precisão desejada. As respos-
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Os custos dos métodos de solução com os resulta-
dos sendo fornecidos a cada incremento deveriam ser maiores que 
os correspondentes no Quadro 5.1, pois além da quantidade de li-
nhas impressas ser aproximadamente 20 vezes maior, a impressão 
aumenta o tempo de processamento. Isto é explicado pelo fato de, 
naquele caso, ter-se efetuado uma compilação adicional. 
No Quadro 5.4 são mostrados os deslocamentos fi-
nais, os erros percentuais e os custos, para as formulações La-
grangeana e Lagrangeana Atualizada (apresentadas no presente tra 
balho) e para as desenvolvidas por Jaganna than 11 • 12 e Martin 14 (ta~ 
bém calculadas no programa), além das apresentadas por outros a~ 
tores. Nas quatro formulações programadas foi utilizado o méto-
do de Newton-Raphson com 20 incrementas. 
FORMULAÇÃO DESLOCAMENTO ERRO CUSTO 
V (cm) (%) (Cr$) 
Lagrangeana 19,984 0,00 70,51 
Lagrangeana Atual. 19,984 0,00 68,58 
Jaganna than 11 ' 12 19,984 0,00 85,48 
Martin 14 13,332 33,29 81,89 
Halbritter 16 14,760 26,14 -
Mantilla 35 14,169 29,09 -
Te zcan 36 14,168 29,10 -
QUADRO 5.4 - COMPARAÇÃO ENTRE FORMULAÇÕES 
A formulação Lagrangeana Atualizada e geralmente 
mais eficiente que a Lagrangeana (veja-se também o Quadro 5.1) . 
Neste caso a diferença foi de 2,81%. As formulações que calcu-
lam o equilíbrio nodal através da matriz de rigidez secante têm 
a eficiência dimunuida. Neste exemplo a formulação de Jagannathan 11;12 
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é 24,64% mais dispendiosa que a Lagrangeana Atualizada. As for-
mulações de Martin 14 , Halbritter 16 , Mantilla 35 e Tezcan 36 consi-
deram grandes deslocamentos porém pequenas deformações. As mes-
mas poderão fornecer bons resultados para estruturas moderadamen 
te não-lineares. 
5.1.2 - Sistema Barra-Mola 
Analisou-se a seguir o sistema barra-mola da Fig~ 
ra 5.3. E interessante que seja considerado por ser uma estrutu 
ra fortemente não-linear e com comportamento pós-crítico bastan-
te rígido. A Figura 5. 4 mostra o gráfico carga-deslocamento 
(P x v) da estrutura. Este exemplo já foi estudado em diversos 
trabalhos s, 10, 2s, 31, 32,40. 
r 
,···nct>-c===A=:===E,L =--1!. · 1.~ 
,_ ____ 1 od'------>-
FIGURA 5.3 
A E , 107 
Km , 6 
P , 25pounds 
No Quadro 5.5, apresentam-se os deslocamentos v 
e os custos correspondentes para a formulação Lagrangeana Atuall 
zada utilizando os diversos métodos com quantidades diferentes de 
incrementos de carga. A análise dos resultados finais não e a 
mais adequada, pois o carregamento crítico é verificado quando de 
20% a 30% do total é aplicado. A finalidade desta comparaçao e 
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dar uma idéia de como se comportam os métodos com diferentes nu-
meros de incrementos. 
O método de Newton-Raphson mostrou-se eficiente 
em todos os casos. Convergiu em apenas seis iterações quando o 
carregamento é aplicado em uma só etapa. O método de Newton-Ra-
phson modificado com um e dois incrementos nao converge em 200 
iterações e o equilíbrio nodal é deficiente. Os processos incr~ 
mentais: convencional, modificado e auto-corretivo de primeira 
ordem, com a carga aplicada em uma só parcela, fornecem resulta-
dos iguais (era esperado) porém imprecisos. Os métodos (2), (3), 
(4-1), (4-2), (5) e (6) são instáveis quando utilizados com um 
pequeno número de incrementos: isto é devido as características 
do comportamento da estrutura. 
Com a finalidade de comparar os diversos métodos 
de solução o carregamento foi aplicado em 20 incrementos. São 
apresentados no Quadro 5 .6 os valores dos des,locamentos v, os 
erros percentuais para o quinto incremento de carga e os custos 
de cada um deles. Os erros foram calculados para a carga mais 
significativa (os métodos apresentam a maiàr divergência). Neste 
caso foi mantido o limite de 20 iterações por incremento no pro-
cesso de Newton-Raphson modificado. No gráfico da Figura 5.4 
são usados os valores obtidos no método de Newton-Raphson. Fez-
se uso da formulação Lagrangeana Atualizada. 
M E T o D o 
N9 
DE (1) (2) (3) ( 4-1} ( 4-2) (5) (6) 
INCR. 
V CUSTO V CUSTO V CUSTO V CUSTO V CUSTO V CUSTO V CUSTO 
1 2,622 69, 78 2,996 80,93 1,923 66,02 1,923 6 7, 17 1,923 68,34 * * * * 
2 2,622 74,07 2 , 118 77,64 * * * * * * * * * * 
5 2,622 75, 76 * * * * 2,631 69,31 2,606 69,97 2,631 70, 70 * * 
10 2 , 6 2 2 87,87 2,622 108,15 2,689 70,68 2,626 72,28 2,626 70,77 2,625 78,55 2,664 69,66 
20 2,622 101,34 2 , 6 2 2 98,99 2,646 70,91 2,623 75,13 2,623 76, 88 2,622 85,10 2,640 75,85 
100 - - 2 , 6 2 2 267,72 2,626 96,42 2,622 98,44 2,622 96,03 - - 2,622 119,88 
* - O método apresentou-se instável 







5 - ANÁLISE LINEAR 
- ANÁLISE NÃO-LINEAR GEOMÉTRICA 
0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 
V (1 n) 
p M !l T o D o 
INCREMENTO (POUNDS) (1) (2) (3) e 4-1) e 4-2) (5) (6) 
2 2,50 0,233 0,233 0,209 0,218 0,220 0,233 0,233 
4 5, 00_ O ,65 7 0,657 0,526 0,589 0,598 0,657 0,655 
5 6,25 1,099 1,099 0,783 0,945 0,968 1,095 1,064 
6 7,50 1,462 1,459 1,201 1,592 1,637 1,459 1,480 
8 10,00 1,822 1,822 1,816 1,843 1,876 1,821 1,863 
10 12,50 2,037 2,037 2,053 2,044 2,051 2,036 2,079 
12 15,00 2,197 2,197 2,218 2,201 2,202 2,197 2,227 
14 17,50 2,327 2,327 2,350 2,330 2,329 2,327 2,352 
16 20,00 2,438 2,438 2,462 2,440 2,439 2,437 2,460 
18 22,50 2,535 2,535 2,559 2,536 2,536 2,535 2,555 
20 25,00 2,622 2,622 2,646 2,623 2,623 2,622 2,640 
ERRO (%) 0,00 0,00 - 28, 75 -14, 01 -11,92 - O ,36 - 3,18 
CUSTO (Cr$) 81,31 68,30 54 ,53 54,10 56,29 66,81 62,16 
QUADRO 5.6 - DESLOCAMENTOS v(in) , ERROS E CUSTOS DOS METODOS 
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Os processos iterativos se mostram eficientes e 
apesar do método de Newton-Raphson modificado trabalhar com um 
maior número total de iterações é mais econômico. Isto decorre 
do fato da estrutura ter um comportamento fracamente não-linear 
em certa etapa do carregamento. Os métodos de integração numéri 
ca também são precisos: é acentuado o custo do método "predictor 
-corrector". O incremental convencional é novamente ineficient~ 
As demais técnicas incrementais, dependendo da precisão esperad~ 
podem ser consideradas satisfatórias em estruturas de comporta-
mento semelhante. Note-se que seus custos finais de execução são 
os menores. 
A comparação da eficiência computacional entre os v~ 
lares correspondentes nos Quadros 5.5 e 5.6 está prejudicada po~ 
que, no primeiro, adicionou-se um custo extra de compilação. 
5.2 - ANÁLISE NAO-LINEAR GEOM~TRICA 
5.2.1 - Casca Reticulada 
Grandes deslocamentos e deformações também sao ob 
servados em cascas abatidas como a mostrada na Figura 5.5'',m,n. 
O problema é analisado levando em conta a simetria. 
No Quadro 5.7 encontram-se os deslocamentos v 
os erros dos resultados finais e os custos dos diversos métodos 
de solução. A carga foi aplicada em 20 etapas e utilizou-se a 
formulação Lagrangeana Atualizada. No processo de Newton-Raphson 
modificado foram permitidas 8ais de 20 iterações em cada carreg~ 
menta. 












p M !ô T o D o 
INCREMENTO 10 4 EA (1) (2) (3) (4-1) e 4-2) (5) e 6) 
2 0,3150 0,0359 0,0359 0,0353 0,0356 0,0357 0,0359 0,0359 
4 0,6300 O, 0741 O, 0741 O ,0729 O ,0738 O ,0738 0,0741 0,0741 
6 0,9450 0,1152 O ,1152 O ,1131 0,1148 O ,1148 0,1152 0,1152 
8 1,2600 0,1597 0,1597 0,1564 0,1592 0,1593 0,1597 O ,1597 
10 1,5750 0,2086 0,2086 o, 2038 0,2080 O ,2081 0,2086 O ,2086 
12 1,8900 0,2635 0,2635 0,2562 0,2625 O, 2627 0,2635 O, 2635 
14 2,2050 0,3266 0,3266 0,3157 0,3251 0,3254 0,3266 0,3266 
16 2,5200 0,4028 0,4028 0,3853 O ,4003 0,4008 0,4028 0,4028 
17 2,6775 0,4490 0,4490 0,4257 0,4452 0,4459 0,4490 0,4490 
18 2,8350 0,5044 0,5044 0,4717 0,4983 0,4993 0,5044 0,5045 
19 2,9925 O ,5777 0,5777 0,5259 0,5648 0,5666 O ,5 777 O ,5779 
20 3,1500 0,7312 O, 7311 0,5936 0,6599 0,6641 O, 7291 O, 7242 
ERRO (%) 0,00 - 0,01 - 18, 82 - 9, 75 - 9,18 - 0,29 - 0,96 
CUSTO (Cr$) 202,41 201,16 104, 5 7 110, 86 112 ,28 227, 27 166,55 
QUADRO 5.7 - DESLOCAMENTOS v(cm) , ERROS E CUSTOS DOS MIÕTODOS 
O método de Newton-Raphson, apesar de ser de con-
vergência localizada, pode fornecer o mesmo resultado final em 
menos incrementas. Foi testado com apenas um e a solução e a 
mesma depois de oito passos iterativos. Custou apenas Cr$ 27,7~ 
porem nao deve ser feita uma comparação direta com o valor do Qua-
dro 5.7. 
Apenas no· ÚltinKJ incremento a convergência é mais len 
ta (34 iterações) quando o processo de Newton-Raphson modificado 
ê utilizado. O método foi testado com o carregamento aplicado em 
duas etapas: na primeira converge com 11 iterações e na segunda 
fornece o resultado de 0,7028 no vigésimo passo iterativo (valor 
limitado) sem convergir. Seu custo foi Cr$ 43,90. 
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O método incremental convencional nao e adequado a 
estruturas fortemente não-lineares. Os erros dos incrementais mo 
dificado e auto-corretivo sao menores e são métodos econômicos . 
O processo de Runge-Kutta apesar de preciso é dis 
pendioso. Mais uma vez o "predictor-corrector" e o que melhor 
combina custo e precisão. Destaca-se entre as técnicas puramen-
te incrementais. 
O comportamento da estrutura é representado grafica-















As formulações sao comparadas no Quadro 5.8, uti-
lizando-se o método de Newton-Raphson. A formulação de Jaganna-
than u:, 12 tem seu custo 54, 30% mais elevado que a Lagrangeana Atu~ 
lizada. Esta Última mostrou-se novamente mais eficiente quando 
confrontada com a Lagrangeana, que proporcionou 8, 73% a mais no 
custo final da análise. 
Neste exemplo o resultado da formulação de Martin 14 
e satisfatório, porém é computacionalmente deficiente. 
FORMULAÇÃO DESLOCAMENTO ERRO CUSTO 
V (cm) (%) (Cr$) 
Lagrangeana 0,7312 0,00 220,09 
Lagrangeana Atualizada 0,7312 0,00 202,41 
Jagannathan u, !2 0,7312 0,00 312,32 
Martin 14 O, 7164 2,02 318,74 
QUADRO 5.8 - COMPARAÇÃO ENTRE FORMULAÇOES 
5.2.2 - Torre Espacial 
A torre da Figura 5.7 foi analisada por Reilly~. 
~ uma estrutura de comportamento fracamente não-linear para o 
carregamento a que está submetida, e que foi dividido em 20 eta-
pas. Os deslocamentos u (direção x) do nó 18, juntamente com 
o erro para a carga total e o custo final, para cada um dos mét~ 
dos de solução, encontram-se no Quadro 5.9. A formulação empre-
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Jj T o D o 
INCR. (KIPS) (1) (2) ( 3) ( 4-1) ( 4-2) (5) (6) 
2 1,0 12,01 12,01 11,83 11,91 11,94 12,01 12,01 
4 2 , O 24,71 24,71 24,26 24,60 24,63 24, 71 24,71 
6 3,0 38,17 38,17 37,32 38,04 38,07 38, 17 38,17 
8 4,0 52,44 52, 44 51,06 52,30 52,34 52,44 52,44 
10 5,0 67,63 6 7, 63 65,50 67,46 6 7, 51 6 7, 63 6 7, 6 3 
12 6,0 83,82 83, 82 80,70 8 3, 6 3 83,68 83,82 83,82 
14 7,0 101,13 101,13 96,68 100,91 100,97 101,13 101,13 
16 8,0 119,70 119,70 113,49 119,43 119,51 119,70 119,70 
17 8,5 129,51 129,51 122,22 129,21 129,30 129,51 129,51 
18 9,0 139,69 139, 39 131,16 139,37 139,46 139,69 139, 6 9 
19 9, 5 150,28 150,28 140,33 149,92 150,02 150,28 150,28 
20 10,0 161,31 161,31 149,73 160,91 161,02 161,31 161,31 
ERRO (%) 0,00 0,00 - 7,18 - 0,25 - 0,18 0,00 0,00 
CUSTO (Cr$) 620,65 576,57 239,04 258,74 258,41 6 56, 39 419, 35 
QUADRO 5 .9 - DESLOCAMENTOS u (in) , ERROS E CUSTOS DOS MllTODOS 
Neste exemplo, os métodos (1), (2), (5) e (6) foE_ 
necem-os mesmos resultados e é obtido sempre o equilíbrio estru-
tural. Isto se deve à suavidade da curva carga-deslocamento, ou 
seja, ao comportamento não-linear da estrutura ser moderado. Na 
Figura 5.8 está apresentada esta curva. 
O método de Newton-Raphson foi testado com apenas 
um incremento. Converge à solução esperada em apenas sete itera 
çoes. O custo da análise é Cr$ 63,25. 
O método de Newton-Raphson modificado utilizado com o can·-
regamento aplicado em uma e duas etapas torna-se instável. Na for 
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50 100 150 u ( 1 n ) 
FIGURA 5.8 
Os métodos incrementais: convencional, modificado 
e auto-corretivo têm custos aproximados. Os erros dos dois Últi 
mos são desprezíveis, destacando-os entre os processos puramente 
incrementais. 
O método de Runge-Kutta, apesar de fornecer exce-
lentes resultados, não é eficiente computacionalmente. Dentre os 
métodos incrementais, o "predictor-corrector" nao parece ser o 
mais indicado pois, neste exemplo, é superado pelo auto-correti-
vo. 
As formulações confrontadas estão apresentadas no 
Quadro 5.10. As respostas finais após 20 incrementas de cargas, 
sendo utilizado o método de Newton-Raphson, são as mesmas. Os 
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custos totais das análises sao expressivos: a formulação Lagran-
geana e 7,85% mais onerosa que a Lagrangeana Atualizada, enquan-
to que, a de Jagannathan 11 • 12 o é 65,62%. A formulação de Martin14 , 
a partir da décima etapa do carregament~, nao converge em 20 it! 
raçoes. No 129 incremento (P = 6 kips) seu erro é de 0,88% , 
porém para cargas posteriores os resultados divergem. 
FORMULAÇAO DESLOCAMENTO ERRO CUSTO u (in) (%) (Cr$) 
Lagrangeana 161,31 0,00 669,37 
Lagrangeana Atualizada 161,31 0,00 620,65 
J aganna than 11 , 12 161, 31 0,00 1.027,95 
QUADRO 5.10 - COMPARAÇAO ENTRE FORMULAÇÕES 
5.3 - ANÁLISE NÃO-LINEAR GEOMtTRICA E FÍSICA 
5.3.1 - Viga Plana 
Hensley~ analisou pela primeira vez a viga treli-
çada da Figura 5.9. O material utilizado é o aço estrutural ti-
po A, cujo gráfico tensão-deformação (o x E) encontra-se na Fi 
gura 5.10, e que foi fornecido ao programa através dos pontos in 
dicados. O carregamento foi aplicado em 20 incrementos e todas 
as barras t;m tensão inferior i máxima resistida pelo material 
(52, 75 ksi). Para as análises linear e não linear geométrica ªP! 
nas, utilizou-se o módulo de elasticidade E= 31.460 ksi que 
corresponde ao do regime elástico deste aço, e torna mais rígida 
a estrutura. 
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p , 40Kips 
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FIGURA 5.10 
14 
3 E xlô (ln/ln) 
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Para que sejam comparados os métodos de solução 
utilizados, os deslocamentos v (direção y) do nó 5, os erros 
finais e os custos de execução do programa sao apresentados no 
Quadro 5.11, para a formulação Lagrangeana Atualizada. Na Figu-
ra 5.11 plota-se o gráfico carga-deslocamento quando utilizado 
o método de Newton-Raphson. 
p M fl T o D o 
INCR. 
(KIPS) (1) (2) (3) ( 4-1) ( 4-2) (5) (6) 
2 4 0,0953 0,0953 0,0953 0,0953 0,0953 0,0953 0,0953 
4 8 0,1905 0,1905 0,1905 0,1905 0,1905 0,1905 0,1905 
6 12 0,2857 0,2857 0,2857 0,2857 0,2857 0,2857 0,2857 
8 16 0,3808 0,3808 0,3809 0,3808 0,3808 0,3808 0,3808 
10 20 0,4759 0,4759 0,4759 0,4759 0,4759 0,4759 0,4759 
12 24 0,5709 0,5709 0,5709 0,5709 0,5709 0,5709 0,5709 
14 28 0,6658 0,6658 0,6659 0,6658 0,6658 0,6658 0,6658 
15 30 0,7153 0,7153 O, 7134 O, 7133 O, 7133 O, 714 7 0,7162 
16 32 0,8086 0,8083 0,7692 0,7711 0,7717 0,7831 0,8004 
17 34 1,0235 *·· 0,9008 0,9402 0,9513 0,7294 0,9573 
18 36 1,1758 *· 1,0534 1,1760 1,1977 0,7768 1,1049 
19 38 1,3174 * 1,2057 1,3278 1,3212 0,8243 1,2501 
20 40 1,4534 * 1,3576 1,4471 1,4459 0,8811 1, 39 71 
ERRO (%) 0,00 - -12,04 - 0,43 - 0,52 -39,38 - 3, 8 7 
CUSTO (Cr$) 321,94 - 134 , 31 133,80 128,74 306,02 207,13 
* - o método apresentou-se instável 
QUADRO 5.11 - DESLOCAMENTOS v(in) , ERROS E CUSTOS DOS MflTODOS 
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A estrutura ê bastante rígida e a resposta não-li 
near coincide com a linear atê o 149 incremento. Com este carre 
gamento a barra de número 6 entra em regime plástico. A partir 
deste nível a nào-linearidade do material rege o comportamento es-
trutural .. Apenas na Última etapa de aplicação das cargas e que 
um outro elemento supera a tensão limite do regime elástico (o de 
número 14). 
No 169 incremento do carregamento o método de New 
ton-Raphson tem a convergência prejudicada (o gráfico o x E da 
Figura 5.10 ê desfavorável ao condicionamento dos métodos por 
possuir trechos com o módulo de elasticidade tangente muito pro-
ximos de zero). No segundo passo iterativo o valor 0,8086 ê for 
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necido e obtem-se o equilíbrio nodal da estrutura. Entretanto o 
programa não acusa o fim do incremento, pois a norma dos desloca 
mentas não atinge a tolerância exigida. Os resultados oscilam 
entre dois valores próximos (0,8086 e 0,8056) e só se passa à et~ 
pa posterior do carregamento quando e alcançado o numero limite 
de iterações (neste caso igual a 20). Isto provocou o alto cus-
to do método. Dever-se-ia ter considerado um teste adicional atra 
vês de um critério de forças, além do de deslocamentos, para in-
terromper o processo. Mesmo assim observa-se a segurança de se 
trabalhar com este método. 
No método de Newton-Raphson modificado ocorre o 
mesmo comentado anteriormente no 169 carregamento incremental 
Acontece porém que o deslocamento resultante aumenta sempre até 
a Última iteração permitida. O processo tornou-se instável com 
a atuação das cargas posteriores. 
O método incremental convencional apresenta-se mais 
uma vez inadequado a estruturas de comportamento não-linear acen 
tuado. O método incremental modificado fornece melhores respos-
tas que o auto-corretivo, apesar da diferença ser desprezível 
São eficientes computacionalmente e proporcionam resultados sa-
tisfatórios. 
A solução final obtida com o processo Runge-Kutta 
surpreendeu ao apresentar um erro de quase 40%. O "predictor-co.E_ 
rector" é geralmente menos exato que o anterior e mais preciso 
que o auto-corretivo. Tal característica não se verificou neste 
caso. 
A formulação Lagrangeana também foi testada utili 
zando o método de Newton-Raphson. Custou Cr$ 330,55 e e 2,67% 
mais dispendiosa que a Lagrangeana Atualizada. Os resultados de 
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ambas sao idênticos. 
5.3.2 - Torre de Transmissão 
A torre de transmissão da Figura 5.12 foi analis~ 
da por Noor~.~, alêm de constar em diversos outros trabalhos so 
bre otimização estrutural. O material usado ê a liga estrutural 
de alumínio 24S-T4, fornecida ao programa atravês dos pontos do 
gráfico tensão-deformação (cr x E) da Figura 5.13~. O carreg~ 
mento considerado, aplicado em 20 incrementas, assegura que to-
das as barras tenham tensão inferior a 53,5 ksi, a máxima resis-
tida pela liga em questão. No caso apenas da análise não-linear 
geomêtrica, como tambêm da linear, ê utilizado o módulo de elas-
ticidade E; 10.520 ksi correspondente ao do regime elástico 
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Os deslocamentos mais significativos da estrutura 
sao os do nó 1 nas direções x e y , ou seja, u e v respe~ 
tivamente. Apesar de u ser maior que v, este apresenta um 
comportamento não-linear mais acentuado. Os Quadros 5.12 e 5.13 
mostram, respectivamente, os deslocamentos v e u com os erros 
percentuais para o carregamento total, nos diversos métodos para 
a formulação Lagrangeana Atualizada. No primeiro quadro encon-
tram-se também os custos totais das análises. 
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p M E T o D o 
INCR. (POUNDS) (1) (2) (3) e 4-1) e 4 -2) (5) e 6) 
2 1.415,0 0,0202 0,0202 0,0207 0,0205 0,0204 0,0202 0,0202 
4 2. 830, O 0,0384 0,0384 0,0394 0,0386 0,0386 0,0384 0,0384 
6 4.245,0 0,0545 0,0545 0,0561 0,0548 0,0547 0,0545 0,0545 
8 5.660,0 0,0687 0,0687 0,0707 0,0690 0,0689 0,0687 0,0687 
10 7.075,0 0,0809 0,0809 0,0834 0,0811 0,0811 0,0809 0,0809 
12 8.490,0 0,0911 0,0911 0,0941 0,0914 0,0913 0,0911 0,0911 
14 9.905,0 0,0994 0,0994 0,1029 0,0996 0,0996 0,0994 0,0994 
15 10.612,5 0,1049 0,1049 0,1065 0,1030 0,1030 0,1040 0,1053 
16 11.320,0 0,1152 0,1152 0,1170 0,1154 0,1160 0,1143 0,1197 
17 12.027,5 0,1326 0,1326 0,1270 0,1252 0,1249 0,1320 0,1330 
18 12.735,0 O ,1773 0,1773 0,1493 0,1547 0,1570 0,1745 0,1960 
19 13.442,5 0,3063 O, 306 3 0,1937 0,2163 0,2207 0,2923 0,3368 
20 14.150,0 0,5688 0,5683 0,3177 0,4211 0,4422 0,5389 0,5822 
ERRO (%) 0,00 - 0,09 -44,15 -25,97 -22,26 - 5,26 + 2,36 
CUSTO (Cr$) 371,00 375,86 162,76 169,40 173,16 384,70 262,25 
QUADRO 5.12 - DESLOCAMENTOS v(in) , ERROS E CUSTOS DOS MlÕTODOS 
p M E T o D o 
INCR. (POUNDS) (1) (2) (3) e 4-1i e 4-2 i (5) (6) 
2 1.415,0 O, 401 0,401 0,401 0,401 O, 4 01 0,401 0,401 
4 2.830,0 0,800 0,800 0,801 0,801 0,801 0,800 0,800 
6 4.245,0 1,199 1,199 1,200 1,199 1,199 1,199 1,199 
8 5.660,0 1,597 1,597 1,598 1,598 1,598 1,597 1,597 
10 7.075,0 1,995 1,995 1,995 1,995 1,995 1,995 1,995 
12 8.490,0 2,392 2,392 2,392 2,392 2,392 2,392 2,392 
14 9.905,0 2,788 2,788 2,788 2,788 2,788 2,788 2,788 
15 10.612,5 2,990 2,990 2,986 2,986 2,986 2,988 2,990 
16 11.320,0 3,201 3,201 3,197 3,201 3,203 3,199 3,210 
17 12.027,5 3,428 3,428 3.408 3,412 3,412 3. 4 2 8 3.429 
18 12.735,0 3,721 3,721 3,648 3,668 3,673 3,718 3,768 
19 13.442,5 4,226 4,226 3,941 4,002 4,012 4,200 4,310 
20 14.150,0 5,201 5,199 4,423 4, 702 4,754 5,129 5,230 
ERRO (%) 0,00 - 0,04 -14,96 - 9,59 - 8,59 - 1,38 + 0,56 
QUADRO 5.13 - DESLOCAMENTOS u(in) E ERROS DOS MlÕTODOS 
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Nas Figuras 5 .14 e 5 .15 encontram-se os gráficos 
de carga por deslocamento, respectivamente, v e u (P x v e 
P x u), para as análises linear, não-linear geométrica e não-li-
near geométrica e física, com uso do método de Newton-Raphson. 
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FIGURA 5.15 
A consideração da não-linearidade geométrica, nes 
te exemplo, torna a estrutura mais rígida que para a análise li-
near. Quando é levada em conta, a não-linearidade do material 
passa a dominar o comportamento estrutural a partir da isª pare~ 
la do carregamento, devido às primeiras barras superarem a ten-
são limite do regime elástico. No Quadro 5.16 sao mostrados os 
elementos que se plastificam a cada incremento de cargas. Com o 
carregamento total aplicado, a barra de numero 9 é a que fica 
submetida à maior tensão, igual a 53,43 ksi. 
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NÚMERO DO INCREMENTO ELEMENTOS 




19 2 ' 4' 24 
20 10, 13 
QUADRO 5.16 - ELEMENTOS QUE SE PLASTIFICAM 
O custo do método de Newton-Raphson é elevado,pois 
em cada incremento foram necessárias, geralmente, três iterações, 
num total de 65 atualizações da matriz de rigidez e consequentes 
resoluções do sistema de equações. Foi testado com o carregame~ 
to aplicado em apenas uma etapa e obteve-se a convergência no se 
timo passo iterativo. Seu custo final foi de Cr$ 40,54. 
O método de Newton-Raphson modificado so nao al-
cança a convergência no Último incremento, porém os erros sao despr~ 
zíveis. Apesar da matriz de rigidez só ser calculada uma vez em 
cada etapa do carregamento, o número total de soluções do siste-
ma de equações foi igual a 125, tornando dispendioso o processo. 
Testado com uma Única parcela de carregamento, apesar de custar 
apenas Cr$ 50,56, o método não convergiu nas 20 iterações. Seus 
erros sao - 12,45% para o deslocamento v e - 4,27% para u. 
O método incremental convencional é ineficiente 
Os incrementais modificado e auto-corretivo têm bom desempenho 
em relação ao convencional, porém os erros ainda podem ser consi 
derados aceniuados para a precisão desejada. 
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Apesar de preciso o método de Runge-Kutta é o mais 
oneroso. A matriz de rigidez é gerada 4 vêzes por incremento, 
além do processo de integração numérica do sistema de equaçoes 
diferenciais ser mais lento que a solução do sistema de equaçoes 
lineares. 
Como no exemplo anterior, o erro da resposta do 
método "predictor-corrector" é menor que o do de Runge-Kutta.Fo.E_ 
nece uma boa combinação entre precisão e custo. Com excessão dos 
três primeiros incrementos a matriz de rigidez só é gerada duas 
vezes em cada uma das etapas seguintes. 
O programa também foi testado com a formulação 1~ 
grangeana utilizando o método de Newton-Raphson. O custo total 
da solução foi de Cr$ 404,44, ou seja, 9,01% superior ao da La-
grangeana Atualizada. 
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VI - CONCLUSÃO 
Fica bastante claro, que a consideração dewna for 
mulação completa e consistente, para a análise não-linear, impli 
caem notáveis beneí1cios. 
Apesar de abordada de forma distinta, a formula-
çao desenvolvida por Jagannathan 11 '~ corresponde a Lagrangeana 
deste trabalho, limitada à análise não-linear geométrica. Entre-
tanto, a obtenção das forças de equilíbrio nodal através da int~ 
graçao direta das tensões internas (correspondentes ao estado de 
deformação do elemento) resulta em maior eficiéncia computacio-
nal em relação às fornecidas com o uso da matriz de rigidez se-
cante. 
A formulação Lagrangeana Atualizada mostrou-se g~ 
ralmente mais econômica que a Lagrangeana. Diferenças expressi-
vas, de até 9,01%, foram obtidas. Confrontando as Equações 
(2.123) e (2.131), que calculam a matriz de rigidez tangente do 
elemento, e as que fornecem a resultante das tensões internas, 
Equações (2.125) e (2.134), verifica-se que o menor esforço com-
putacional deve ser esperado (apesar da atualização contínua do 
referencial). Pelo menos para o elemento em estudo, e da forma 
com que se considerou as equações constitutivas, o uso da formu-
lação Lagrangeana Atualizada parace mais aconselhável. 
Os diversos métodos de solução das equaçoes nao-
lineares sao discutidos na exposição dos exemplos testados. É 
difícil escolher um processo que, dentro da precisão desejada, ofe 
reça o melhor desempenho para um determinado problema. O número 
de fatores a serem analisados é em muito acrescido, aconselhando 
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se dispor de diversas opç6es••. 
A grande restrição que se tem feito ao método de 
Newton-Raphson e quanto ao esforço computacional que requer. É, 
entretanto, o mais cornumente utilizado pela segurança dos resul-
tados que fornece. Em todos os exemplos em que foi utilizado com 
apenas um incremento de cargas forneceu (economicamente) a solu-
ção esperada (equilíbrio nodal): o que nao pode ser generaliz~ 
do por se, tratar de um processo de convergência localizada. É 
um método dispendioso quando aplicado com grande quantidade de 
etapas de carregamento. No Exemplo (5.3.1), em que o comporta-
mento do material é não-linear, com valores do módulo de elasti-
cidade tangente muito próximos de zero, o condicionamento do mé-
todo é prejudicado: a norma Euclideana modificada dos deslocamen 
tos não detecta a convergência dos resultados. Deve ser adicio-
nado um outro teste para interromper o processo, através de um 
critério de forças. 
Em estruturas de comportamento não-linear acentu~ 
do o método de Newton-Raphson modificado não fornece resultados 
satisfatórios (na forma corno foi programado). Torna-se também 
oneroso devido ao grande número de iteraç6es para o equilíbrio,. 
Dever-se-ia ter· considerado a atualização da matriz de 
rigidez tangente sempre que a velocidade de convergência 
se tornasse lenta, podendo inclusive ser aliado a um acelerador 
de convergência. No Exemplo (5.3.1), em que a curva tensão - de-
formação do material possui trechos com módulo de elasticidade 
tangente próximos de zero, o método tornou-se instável. 
Entre os métodos incrementais (convencional, modi 
ficado e auto-corretivo de primeira ordem) que têm custos aproxl 
rnados, o auto-corretivo fornece os melhores resultados. É reco-
115 
rnendável o seu uso em estruturas de comportamento desconhecido, 
para proceder urna primeira análise. Os resultados em alguns ca-
sos são satisfatórios. Esta decisão pode ser tornada analisando-
se as cargas de equilíbrio nodal fornecidas pelo programa. 
Na maioria dos exemplos testados, o método de Run 
ge-Kutta de quarta ordem apresentou-se preciso. Surpreendeu qua~ 
do foi utilizado na viga plana do Exemplo (5.3.1). f desaconse-
lhável pelo alto custo, pois a matriz de rigidez tangente é cal-
culada quatro vezes por incremento. Além do mais, o processo de 
integração numérica do sistema de equações diferenciais ordiná-
rias de primeira ordem é mais lento que a solução do sistema de 
equaçoes lineares. 
O método "predictor-corrector" de Harnrning merece 
destaque entre os puramente incrementais por ser o que melhor co~ 
cilia precisão e eficiência computacional. A matriz de rigidez 
tangente é gerada apenas duas vezes em cada etapa do carregamen-
to, exceto nas três primeiras (recorre-se ao método de Runge-
Kutta). Este processo, nos dois exemplos em que se considerou 
também a não-linearidade física (Seção 5.3) , se mostrou mais 
efetivo que o de Runge-Kutta (o que nao aconteceu nos demais exern 
plos), mostrando ser um método estável (veja-se a Seção 3.2). 
Acredita-se que os diversos algorítrnos empregados 
foram codificados de forma eficiente. Trata-se porém de um pro-
grama que ainda segue orientação acadêmica, destinado a compara-
ção das formulações e métodos de solução. Algumas sugestões pa-
ra possíveis aprimoramentos e extensão são citadas: a considera-
ção de deslocamentos prescritos não nulos, apoios elást,icos e 
influência dos efeitos de temperatura, e a possibilidade da aná-
lise de cabos são ampliações que tornariam o programa mais flexí 
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vel. A eficiência computacional sera melhorada com: o armazena-
mento das variáveis em forma vetorial controlado, por exemplo, 
por urna sub-rotina que aproveitasse ao máximo a memória disponí-
vel, e a utilização de urna sub-rotina para a solução do sistema 
de equaçoes lineares usando técnicas de esparsidade. Do ponto 
de vista do usuário, facilidades seriam introduzidas através de 
implementações mais sofisticadas, corno por exemplo, sub-rotinas 
encarregadas da geração da numeração de nós, barras e conectivi-
dades dos elementos (não muito complexas para treliças), e da re 
ordenãção' dã nurneraçao dos nós da estrutura para permitir a 
largura de banda mínima na matriz de rigidez (calculada pelo pr~ 
prio programa). 
Espera-se também que o programa possa ser adapta-
do a elementos mais complexos. 
A análise de estruturas, quando submetidas a car-
regamentos muito próximos do crítico, pode ser efetuada com van-
tagem através do controle de deslocamento. Acarretaria entretan 
to em mudança expressiva no corpo do programa. 
A análise não-linear física, corno considerada,co~ 
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- matriz quadrada ou retangular. 
- matriz coluna ou vetor coluna. 
- matriz linha ou vetor linha. 
- matriz ou vetor. 
- matriz transposta ou vetor transposto. 
- variação de e )• 
(n), (i) e (d) - configurações natural (não deformada), interme-
diária e deformada. 
A 
A, A', Ã 
V, V', V 
p' p' , p 
E .• ' E lJ 
E , E 
O·· O lJ 
E:! . ' E' lJ 
a .. , a 
lJ 




- área da seção transversal do elemento. 
- áreas do corpo nas configurações (n), (i) e (d). 
- volumes do corpo ou elemento nas configurações 
(n), (i) e (d). 
- massas específicas nas configurações (n), (i) 
e (d). 
- componentes do tensor de deformações de Green 
no referencial da configuração (n) corresponden 
te às deformações entre (n) e (d), e primeira 
componente do mesmo. 
- componentes do tensor de deformações de Cauchy 
no referencial da configuração (d) corresponden 
te às deformações entre (n) e (d), e primeira 
componente do mesmo. 
- componentes do tensor de deformações de Green 
no referencial da configuração (i) corresponden 
te às deformações entre (i) e (d), e primeira 
componente do mesmo. 
- componentes do segundo tensor de tensões de Pio 
la-Kirchhoff no referencial da configuração (nJ 
correspondente às deformações entre (n) e (d) , 
e primeira componente do mesmo. 
- componentes do tensor de tensões de Cauchy no 
referencial da configuração (d) correspondente 
às deformações entre (n) e (d), e primeira com-
ponente do mesmo. 
- componentes do segundo tensor de tensões de Pio 
la-Kirchhoff no referencial da configuração (iT, 
e primeira componente do mesmo. 
ãt.' ãi lJ 
l i a .. , a 
lJ 
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lJrS 
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- componentes do tensor de tensões de Cauchy no 
referencial da configuração (i) corresponden 
te às deformações entre (n) e (i), e primeira 
componente do mesmo. 
- componentes do segundo tensor de tensões de Pio 
la-Kirchhoff no referencial da configuração (iJ 
correspondente às deformações entre (i) e (d) 
e primeira componente do mesmo. 
- componentes do tensor constitutivo tangente re-
ferido às configurações (n) e (d). 
- componentes do tensor constitutivo referido as 
configurações (n) e (d). 
- vetores das coordenadas cartesianas nas config~ 
rações (n), (i) e (d). 
- vetores de deslocamentos correspondentes às de-
formações: entre as configurações (n) e (d), e 
entre as configurações (i) e (d). 
- vetores de forças externas sobre a superfície 
nas configurações (n), (i) e (d). 
- vetor de forças de volume por unidade de massa. 
- trabalho virtual das forças externas. 
- vetores dos deslocamentos nodais do elemento cor-
respondentes às deformações: entre as configura 
ções (n) e (d) ,e entre as configurações (i) e 
( d) • 
- matriz de gradientes dos deslocamentos na confi 
guração (i). 
- vetores de gradientes dos deslocamentos na con-
figuração (i). 
- matriz das funções de interpolação do elemento 
na configuração (i). 
- matriz das derivadas das funções de interpola-
ção do elemento na configuração (i). 
- matriz de deformações do elemento na configura-
ção (i). 
- matriz de deformações do elemento (termos cons-
tantes) na configuração (i). 
- matriz de deformações do elemento (termos line~ 
res) na configuração (i). 
- vetor de forças de desequilíbrio nodal ou de for 
ças residuais para o elemento na configuração 
(i) . 
!Sr, !i, tr 
!3 
Jl ' Jl 1 ' Jl 














K + N 






- matriz de rigidez tangente do elemento nas con-
figurações (n), (i) e (d). 
- matriz identidade 3 x 3. 
- comprimentos do elemento nas configurações (n), 
(i) e (d). 
- módulo de elasticidade tangente do elemento re-
ferido as configurações (n), (i) e (d). 
- módulo de elasticidade do elemento referido as 
configurações (n), (i) e (d). 
- vetor das resultantes das tensões internas cor-
respondentes ao estado de deformação do elemento. 
- derivação em relação ao parâmetro de carga À • 
- incremento de e). 
- matriz de rigidez linear (convencional) total. 
- vetor de forças devido às cargas aplicadas, re-
ferido ao sistema de referência global. 
- vetor de pseudo-forças devido aos efeitos não-li 
neares, referido ao sistema de referência global 
vetor de deslocamentos nodais, referido ao sis-
tema de referência global. 
- vetor das forças de desequilíbrio nodal ou das 
forças residuais, referido ao sistema de refe-
rência global. 
- parâmetro de carga. 
- vetor de cargas normalizadas, referido ao siste 
ma de referência global. 
- matriz de rigidez não-linear total. 
- matriz de rigidez tangente total. 
- norma dos deslocamentos. 
- valor de teste da convergência. 
- equaçao diferencial ordinária de primeira ordem 
- erro de truncamento. 
- parâmetro escalar. 
- fator de amplificação do desequilíbrio. 
125 
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P R O G R A M A A N A L I l E 
-----------~--~~---~~·-·--------
C ANALISE NAO•LJNE~H GEUMETHICA E FISICA DE TRELICAS ESPACIAIS 
e 
C METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - MODELO DtSLOCAMENTO 
C JFORM: 1 - ANALISE LINEAR 
C 2 - ANALISE NAO-LINEAR GEOMlTRJCA 
C FORMULAC-0 LAGRANGEANA 
C TENSOR DE DEFORMACOES COMPLETO 
C FLlUILlBRIO NODAL ATRAVES DA MATRIZ SECANTE 
C 3 - ANALISE NAU-LINEAR GEOMlTRICA 
C FORMULACAO LAGRANGEANA 
C TENSOR DE DEFORMACOES DESPRtZANOO O TERMO UX•*212. 
C fQUILJBRJO NODAL ATRAVES UA MAl'RJZ SECANTE 
C q - ANALISE NAO-L!NEAR GEOMETRJCA, OU AMHAS 
C fORMliL;,CArJ LAGRANGEANI\ 
C TENSOR DE DEFORMACOES COMPLElü 
C CALCULO DIRElO DO ELlUlLIBR!O NODAL 
C 5 - ANALISE NAO-LINEAR GEOMETR!CA, OU AMBAS 
-----e--- ------- ---------- --p tJi< !·foi.: Jl-('1\-C-t A--61'<1( N-GE-,;N-A"- -,n-u A-C- 1--z:4 !)"A- - - - - - - - - - - -- -- - - - - - - - - - - --
e TENSOR DE lllFORMACOES COMPLETO 
C CALClJLO DIR[TU DO ElllJILJHR!O NODAL 
C METOD = 1 - METODO ITERATIVO DE NEwTON-RAPHSON 
C 2 - METOD0 ITERATIVa DE NEWTON-HIPHSON MODIFICADO 
C 3 - METODO lNCHEMENTftL CONVENCIONAL 
C 4 - ME10D0 INCREMENTAL AUTO-CORRETIVO DE PRIMEJRA 
C ORDEM 
C 5 - METODO DE RIJNGE-KUTTA OE LlUARlA ORDEM 
C b - METODO PREDICTOR-CDRREClOR DE HAMMJNG (OS TRES 








* IH ( 6, b) , D L1 (3 l , ll L 2 C 3 l , 1' R E S C 1 3 O O ) , F X ( 1 O O J , F Y ( 1 O O l , F Z ( 1 !l O J , 
• L L I N ( 1 ü O J , R A li X ( 3 O n , 3 ü J , F R ( 3 O O J , D PR E D ( 3 O O ) , D H ( 3 {) ú, 1; ) , 
•FHC3D0,3),ET(30D),SIG(30),EPS(30) 
C INICTALIZACAO DOS PARAMETROS DO PROGRAMA 
C NLMX : NUMERO DE LINHAS DA MAlRIZ OE RIGIDEZ TOTAi_ 
C NCMX : NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ DE HlGIDEZ TOTAL, OU 
C LARGURA MAXIMA PERMITIDA PARA A SEMI-BANDA 
C NGL : NUMERO DE GRAUS DE I_IBERDAÓE POR NO 
C NNE : NUMERO DE NOS POR ELEHEN10 








C FIXACAO DE VALORES NUMFRJCOS PARA DESIGNAR LC !LEITORA DE 









C APLICACAO DA ANALISE DESEJADA, FUNCAO Dt IFORM E METOO 
IF(JFORM.NE.l)GO TO 201 






IF((METIID.EQ.Sl.OR.lMETO(l.EQ.b))GO TU 203 
C IFORM = 2, 3, ü OU 5 METOD : l, 2, 3 OU ü 















C LEITURA DOS DADOS EM CARTOES 
e 
C ACAR = VETOR AUXILIAR PARA ARMAZENAR TEMPORARIAMENTE UM 
e CONJUNlO Dt VALORES PRESCRITOS DAS RESTRICUES NODAIS, 
C E UM CONJUNTO DE CARGAS NODAIS 
e rc•r:: vFTOR AUXILIAR PARA ARMAZENAR TEMPORARIAMENTE UM 
C CONJUNlíl DE CONECTIVIDADES DE UM ELEMENTO, E UM 
C CONJUNTO DE INDICADORES DAS RESTRJCOES NODAIS 
COMMON NLMX,NCMX,NN,NE,NNAP,NNCR,NNE,NGL,NGLEL,N,LSH,LC,1M, 
•E,IFORM,MElUD,MINCR,MJTER,GAMA,ZÓLAM,lMPRE,INCR,lTER,lRJG 




C LEITURA DO TlllJLO E JMPRESSAO DO CABECALl•O E DO TI1ULO 
R E A D C L C, l fl 3 , EN D= 1 9 9 J ( T Il li L C I l , J = 1 , 60 J 
103 FORMAT(20AQ) 
WRITE(IM, !f;J J 
101 f0RMAT(l6X,100("•") / lbX,"~'1 , 98X, 1'*" / 1bX,''*",9X, "CIJP", 
• "PE I IJFRJ PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL ", 
* 11 AREA DE ESTRUTUf?AS", 9X,"*º / J6X,"*", 98X,"*'' / lóX, 
•"•",9X, "ANALJTE ANALISE NAO-LINEAR G[OMETRJCA E", 
• "FlSICA DE TRELICAS ESPACIAIS", 9X,"•" / 16X,"*", 98X, 
•"•" I 16X,"•",9X, "TESE DE MESTRADO AUTOR: RODRIGO A", 
• "MARAL DE (ODES DATA: DEZEMBRO DE 1978", 9X,"•" llbX, 
* ''*", 9BX,"*" / 16X,100("* 11 ) /) 
W fll TE ( IM, 1 O a ) !l I T IJ L ( I) , I = l , 6 O J 
104 F0RMAT(2bX,"1ITULO" / 26X,bl"-") li 26X,20A4 I 26X,20A4 I 
•26X,20A11 /) 
e 
C LEITURA E !MPRESSAO DO TIPO DE ANALISE 
C (ANALISE LINEAR E NAO-LJNEAR GEOMElRICAl 
C IFORM: INDJCE QUE DEFINE A FORMULACAO 
C METOD: JNDICE QUE DEFINE O METUDO Df SULUCAO 
C MTNCR = NUMERO DE INCREMENTOS 
C MllER = NUMERO MAXIMO DE JTERACOES POR INCREMlNTO 
C GAMA = VALOR DE TESTE DA CüNVERGENCJA 
C ZDLAM = FATOR DE AMPLIF!CACAD DO DESEQIJILIBRIO 
· -e- -- -J-M-f>l~F.- - -=--O- - - - ·tt·tf>i{F.-S s-r, O- -ot · it f:S tJi: r-r.1,-os -Nn-1-0 1 NA e-o-/\- -AN-/it i-SE- - - - - - - - - - - - -
C l - JMPRESSAO !Jf RESULTADOS NO FIM DE CADA INCREMENTO 


















IF( Ci'1ÊTIID.EQ.3) .OR. (MfTOo.Eü.4) )MJ TER=! 
WRITEI IM, ICSJ 
105 FORMAT(JbX,lODl"="l li 2bX,"DAD0S JNlERNOS" I 26X,!4("=") 
•li lbX,100("-"J I) 
GO T0(251,252,253,254,25S),JFORM 
251 COIHlNUE 
WRJTE(IM, 151 J 
151 FORMAT(26X, "ANALISE LINEAR" I 26X, lül"-"J I) 
GOTO 299. 
252 COtH I NUE 
vlR IT E ( I ti, 1 5 2 l 
129 
152 FORMAT(2bX, "ANAL]SF NAO-LINEAR GEOHElRICA" I 26X, 291"-"l 
*li 26X, "FüRMULACAO LAGRANGEANA 12)" I 26X, "- TENSOR DE", 
•"DEFORHACOES COMPLETO" / 26X, "- CALCULO DO EDUIUfWIO NO", 




153 FORMAT126X, "ANALISE N~O-LlNEAR GEUMElRJCA" I 2&X, 29("•") 
•li 2bX, "FORMUL•CAO LAGRANGEANA 13)" / 26X, "- TENSOR DE", 
*"DEFORMACOES DESPREZANDO O TERMO ux••212." I 2&X, ·- CALC", 





15Q FORMAT(26X, "ANALISE NAO-LJNEAR GEOMETR!CA" I 26X, 29("-") 
*li 26X, ''FQRMULACAO Lf,GRANGEANA (4)" I 26X, "- TENSOR D!: ", 
•"DEFORMACOES COMPLETO"/ 26X, "- CALLULO DIRETO DO EílUlLI", 




155 F0RMAT(26X, "ANALISE MAO-LINEAR GEOMETRICA" I 26X, 29("-"l 
- - -- - - - - ,-7,- ,t6 X,- -"f"Oll f\Ul .Ã 0\ ff -L-A i;p-~ N"GEi\l\i li - -Ã rOKC Tz-.<rn:i\ -TST" - -,--z 6 !( ;- - u-.; •-,- - - - -
*" TENSOR OE DEFORMACOES COMPLETO" / 26X, "- CALCULO DIRET", 





171 FORMAT(/26X, "METODO ITERATIVO DE NfwTON-RAPflSON lll" ) 
GOTO 278 
272 CONT Jl;lJE 
wr,JTE(IM, 1121 
172 FORMAT(l26X, "METODO ITERATIVO DE NENTON-RAPHSON MODJFICA", 
•"DO (2)" l 
GOTO 27P, 
273 CíltH INUE 
WR!TEl!M,173) 




174 FORMAT(l26X, "METUOO INCREMENTAL AUTU•CORRtT!VO DE PRIMEI", 
*"RA ORDEM (4)" l 
276 CONTINUE 
i•llJ lE ( IM, 122J'ilNCR, MITE!l, GAMA, ZDLAM 
122 FORMAT(26X, "NUMERO DE INCREHENTIIS", !BX,"=", SX,15 I 26X, 
•"MAXIMO DE IlERACOES POR JNCREMENTO", 5X,"=", 5X,I5 I 26X, 
*"VALOR DE TESTE DA CONVERGENCTA", 9X,"=", fl0.7 I 26X, 






175 FORMATl/26X, "METODU DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM 15)" ) 
Gl' TO 279 
27b CONTINUE 
i•/RITE(IM, l 76) 
176 FORMAT(/2bX, "METODO PREDICTOR-CORRECTOR OE HAMMING 161" / 
•2bX, "- US TRES PRIMEIROS INCREMENIOS $AO 0~1IDOS NO METO", 
*"DO Of RUNGE-KLJTlA" ) 
279 CONTINUE 
WRITECJM,124JMJNCR 
124 FORMAT(2bX, "NUMERO DE INCREMENTOS 
299 COI.TI NUE 
-· - , 9X, IS J 
C LEITURA E JMPRESSAO DOS PARAMETROS l!ASJCOS E DOS DADOS DA 
C ANALISE NAíl-LlNEAR FISJCA 
C NN = NUMERO DE NOS 
C NE = NUMERO OE ELEMENTOS 
C NNAP = NUMERO DE NOS APOIADOS 
C NNCR = NUMERO DE NOS CARREGADOS 
C E = MODULO DE ELASllCIDADE 
C NPONT = NUMERO DE PONTOS DO GRAFlCO DE lENSAO X DEFORMACAO 
C SIG = VETUR CONTEi'WO AS TENSOES NOS PONTOS DO GRAFICO 
C EPS = VElOR CONTENDO AS DEFORMACOE.S NOS PONTOS DO GRA~ICO 
READlLC,1D6JNN,NE,NNAP,NNCR,E,NPONI 
· - -- -1 r,1,- -nrn1'1 A-, t-,, t-1.1 x-, 1-1,-J-, 1' 1-0-.-0, ':l x-, I-<:> j- - --- - - - - - - - - - - -- - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
IF(NPONT.EO.OJGO TO 2Dl 
\iRITE(It'., 1251 
12S FORMAT(/16X,lOO("•"J // 26X, "ANAL!St NAO-LINEAR FISJCA" / 
*26X,25("-"J li 26X,"PONTO", !5X,"T~NSAü", t7X,"üEFO!IMACAü", 






RF. A O ( L C, 126 J ( 1 , SI G l I l , E PS ( I l , l = 1 , N P O N l J 
FORMAT(5X,1S,2F1D.5J 
DO 305 IP=l,NPONT 
lF(IP.EO.NpONTJGO TO 202 
DT:(SIGIIP+!J-SIGIIPJJ/(EPS(IP+lJ-EPS(IPJJ 
GO TO 21)3 








107 FORMATC/16X,10D("-") // 2bX, "NUMEHO DE NOS", 12X,"=", 5X, 
*16 / 2bX, "NUMERO DE ELEMENTOS", 6X,"=", 8X,I6 / 26X, "NU", 
*"MERO DE NOS APOI~DOS =", 8X,16 / 26X, "NUMERO DE NOS C", 
~"IRREGADOS =~, 8X,lb J 
128 
2 (] /~ 
JF(NPONT.NE.O)GO TU 204 
WPJTE(IM, 128)E 
F0RMAT(26X, "MODULO DE ELASTICIDADE 
COiH INUE 
-· - , 4X,FIO.O J 
131 
e 
C LEITURA DAS COORDENADAS NODAIS E ARMAZENAMENlü NOS VETüRtS X, 
C Y E z, E lMPRESSAU DAS MESMAS 
YIRJTE ( IM, 108) 
108 FORMAT(/!6X,!OO("-") li 2bX, "COORDENADAS NODAIS"/ 26X, 
*IA("-'') li 2ax, 11 NO", 18X,''X'', 24X,"Y", 2~X, 11 Z11 /26X,6l"-"), 
* 9X,15("-"), lDX,151"-"), IOX,151''-"J) 
ll E A D C L C , 1 o 9 J (l , X ( l J , Y l I J , Z ( I J , J = I, N I• J 
109 FORMAT(UX,16,3F!O.QJ 
WRITE(IM, 1 !O)ll,X(IJ,Y(IJ,Z(ll,I=!,NN) 
110 FORMAT(26X,!6,9X 1 Fl5.6,10X,F!5,b,IOX,Fl5.6l 
e 
C LEITURA DAS CONECTIVIDADES DOS ELEMEN10S E ARMAZENAMENTO NO 
C VETOR JCON, LEITUH' DAS PROPRIEDADES CAREASJ DOS ELEMENTOS E 
C ARMAZENAMENTO NO VETO!i PllOP, E lMPRESSAU DAS MESMAS 
viR .1 TE C l M, 1 1 l J 
111 FORMAT(/ 16X,11)()("-"l // 26X, "CONECllV!DADES t PROPRH.DA", 
*"DES DOS ELEMENTOS"/ 2bX,43("-") li 26X, "ELEMENTO", 13X, 
•"NO INICIAL", 12X, "NO FINAL", JHX, "AREA" / 26X,8("-"l, 
•13x,1oc·-·1. 12x,1oc·-·i. 12x.1sc•-•JJ 






- --- -- - -- -- ---·t c-oN" tN1 --f 1 ·1 =-I e~ r·t r1 -- --- ---------- ------ ------ ------ -- -· ------- -------------------- -----
1CONCN!+2J=ICAP(2) 
30 l cmH lNiJE 
e 
e CALCULO DE N, ATUAL NUMERO DE TNCUGNIT~s. E INTCJAL!ZACAO bo 
C VETOR DE CARGAS NODAIS 
i<=NN*l,GL 
DO 302 l=l,N 
l'(IJ=o. 
302 corn I NUE 
e 
C LEITURA DAS RESTRICOES NODAIS: ARMAZENAMENIO DUS lNDlCAüORES 
C DAS CONDICOES DE RfSlRJCAO NO VETOR TAPO, VALORES PRESCR110S 
C NO VETOR PRESC, E IMPRESSAO DAS MESMAS 
WRITE([M,\14) 
11a FORMAT(/ lbX,100("-") li 2bX, "CONUJCOES DE CONTORNO IRES", 
•"TRICOES NODAIS OU APOIOS)" / 26X,5!("-"l //Q5X,"CONUICAO", 
• 23X, "VALORES PRESCRITOS"/ 2BX,"NO", 7X, "(O:PRESCR!TO ", 
*"- t=LJVRF)", GX,42{"-'') / 39X,''U'', ~X,"V'', BX,''W", 12X,"U" 
*, 1QX,''V'', tGX,~W" / 2bX,6("-"J, 5X,5("-''J, 4X,5(''-"), 4X, 
*5("- 11 ), QX,12(''-"), 3:X:,12( 11 -'1 ), 3X,t2C.''-")J 
DO 303 J.::1, N!IJAP 
READILC,115lJ,(JCAPIKJ,K=1,NGLl,(ACAH(K),K=1,NGL) 
115 FORMAT(QX,I6,3(9X,I1),3IFID.5JJ 





DO 303 K=t,NGL 







C LEITUR~ DO NUMERO E DO TllULO DU CARREGAMENTO, LEITURA DAS 




W R 1 TE ( I M , l 1 8 J NUM E R , ( T J C AR ( I ) , I = 1 , ! ., ) 
118 Füf<MAT (/ J(,X, l 00( "•" l // 26X, "CARGAS NODA.lS" / 26X, 131 "-") 
*li 26X, "CARREGAMENTO=", I4,12X, "iJTULO = ", 1DA4 //2BX; 
* ''Ni)", 18X,''Px'', 23X, 11 /~Y'1 , 23X,''Pz" / 26X,6(''-"),9X,l5l"-'1 ) 
*, !OX,15("-"l, IOX,151"-"l) 
DO 3üll I=l ,NNCi< 
READ(LC, tt9lJ, (/.CAR(KJ,K:1,NGL) 
119 FORMAT(4X,Ió,3FJ0.3) 
WIHTE(JM, 120JJ, (ACAR(K),K=l,NGL) 
120 F0RMAT(26X 1 J6,9X,F15.6,2(10X,Fl5.6)J 
DO 104 K=t,NGL 
L=NGL* (J-1) +K 
PILl=ACt,R(KJ 
- -- - - - - --3,ri.--e OtH littW.- - -- -- ----- -- - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -- - - - - - -- - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ---
W R l TE (IM, 121) 
121 FORMAT(/!6X,100C"=")J 
RE TURt, 





C IROT=l - CALCULO DA MATRIZ DE ROTACAO 
C IROT=2 • CALCULO DA MATRIZ DE ROTACAO E DA SUA TRANSPOSTA 
e 
C R = MATRIZ DE ROTACID 





















DO 301 I=l ,NGL 









C MATRIZ R PARA ELEMENTO VERTICAL 
DO :so2 I=l, NGU.L 







- - - - -- - - - - - -- - -R·t o ·,-6 T:âT ;· -- . - - ··- -- - - - - - - . - .. - ... - - .. -- - - . - . --- - -- - -
e 
204 CONTINUE 
[F ( lROT-11205, 206,205 
205 CflNllNIJE 
C CALCULO DA MATRIZ DE ROTACAO TRANSPOSTA RT 
DO 305 I=l ,NGLEL 







C CALCULO DOS DESL0CAMEN10S DOS NUS DO ELtMENlO ATUAL NO SISTEMA 
C DE EIXOS LOCAL 
e 
C DLl : VETOR DOS DESLOCAMfNTOS DO NO lNJClAL 









DO 30 1 1 = 1, NGL 
Dll(IJ::o. 
134 







DO 302 I=t,NGL 
DL2(l)::O, 







C INTRODUCAO DA NAO-LINEARIDADE FJS1CA NO ELEMENTO ATUAL 
e 
C DEFOR = DEFORMACAO DO 'LEMENTO PARA O CALCULO DE DT E TENSA 
C DT : RELACOES CONSTilUT!VAS TANGENTES \CALCULADAS) 
C TENSA:: TEN5AO NO ELEMENTO (CALCULADJJ 
e 
· --- -01·Mf·N$ 111,,- -s-t G (i j·, !:i' S-t 1-J-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - -- - -- -- - - - - - - - - - - - - - -
DO 301 JP::2,NPONT 












C C•LCULO DOS COEF!CfENlES DA MATRIZ OE RIGIDEZ LINEAR PARA O 
C ELEMENTO ATUAL NO SISTEMA LOCAL IJFORM::JJ 








DO 3UI J::t,NGLEL 
e 
DO 301 J::i,NGLfl 
3<Jl RTELlJ,JJ::(i. 
RJEL l ! , l l ::(OEF 
RTELl!,~l=-COEF 






C CALCULO DOS COEFICIENTES DA MATRIZ DE RIGIDEZ IANGENTE PARA U 
C ELEMENTO ATUAL NO SISTEMA LOCAL IIFORM::21 
C - FORMULACAO LAGRANGEANA 









VX:(OL2121-DL1 l2) l/LL 
1sX:: Ull2(31-DL 1 ( 3 J J /LL 
------------o 1:-c ;-A-=- eu x-• i:,-;nv x-~ v-x -nnu-i'I x-y 12-.- ------------------- - - -- - -- - - - -- - -- - -- - - ---- -
RIELll,\J::COEF•ll.t3.*UX+OELTA+UX*UXJ 








00 3,ll J::t,NGL 











C CALCULO DOS COEFICIENTES DA MATRIZ OE RJGIDEZ TANGENTE PARA O 
C ELEMENTU ATUAL NU SISTEMA LOCAL (JFORM:31 
C - FORMlJLACAO LAGRANGEi\NA 











WX=(DL2í3)-DL1 (3) l/LL 
RTELll,!l=COEF 
RIEL(\,2J=COEF•VX 




RJELC3, 1 J=COEF•~!X 
RIELl3,21=COEF•l3,*VX•WX/2,l 
RIEL(3,3l=CUEF*(UX+(3.•wx•wx;2.11 
DO 301 J=!,N(;L 
DO 30\ J:J ,NGL 










C CALCULO DOS COEFICIENTES DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE PARA O 
C ELEMEIITU ATUAL NO SISTEMA LOCAL llFORM=GJ 
C - FORMULACAO LAGRANGEANA 










,iX:(IJL2(3J~DLI (_>;) )/Ll. 
DEFOR=UX+(UX•UX+VX•VXtWXoWXJ/2, 
lF(NPONT,NE.D)GO TO 20\ 
COEFJ=PROP(NEL)•EILL 
COEF2=PROP(NEL)*E*OEFOR/LL 













RIEL13, 1 ):COEFt•C!tliXJ•,iX 
RIELl3,2l=CO[F!•Vx•wx 
RIEL13,3):COEFl•WX*~X+COEF2 
DO 301 J:t ,NGL 










-- -e- --ç A L"CU[ u-rrns--c:01: FT C-I t-N TE s-u IC M)I TR-I z-u E--.,- J -r; lUE7-TMfGEl'J rr-,-, AR ,.--o- -----. 
C ELEMENTO ATUAL NO SISTEMA LOCAL (IFORM=51 
C - FORMULACAO LAGRANGEANA ATUALIZ~DA 






D IM EN S l Oi, PR il P ( l l , L L l N l I J , R l E L ( N G L 1: L, NGL E L J , S J G ( 1 l , 1: PS l 1 ) 













202 Cüo/T INUE 
RIEL l 1, l J =COEFI +COEF2 
RIELC1,2l=o. 
ílIE.Lll,'.,J:o. 







DO 301 J::J,NGL 











C CALCULO DOS COEFICIENTES DA MATRIZ DE RIGIDEZ SECANTE PARA U 
C ELEMENTO ATUAL NU SISTfMA LOCAL (1FüRM:2J 
C - FORl1ULACAO LAGRANGEANA 
C - TENSOR DE DEFURMACOES COMPLETO 
e 
COMMON NLMX,NCMX,NN,NE,NNAP,NNCR,NNE,NGL,NGLEL,N,LSB,LC,IH, 
•E,IFORM,METOD,MINCR,MJTER,GAHA,ZDLAM,IMPRE,lNCR,llEH,lRIG -·· -- --- -----,n::-Ac-1:t.··- -- -··- --- ---- ------------------ -------- ----------- ----- --------- --------------- -
















DO 301 !=1,NGL 












C CALCULO DOS COEFJCIENlES DA MAlPIZ DE RIGIDEZ SECANTE PARA O 
C ELEMENTO ATUAL NO SISTEMA LOCAL IIFORM=31 
C - FORMULACAO LAGPANGEANA 






D I 11 EN S l O 1; PR O P ( ! l , D L 1 ( 1 J , D L 2 C 1 l , R 1t: L l N G L E L , N G L E L l 
COEF=E•PROP(NELl/LL 
lJX:1DL2lll-DL1 (1 )J/LL 
VX=1DL212l-lJLll2ll/LL 









RJEL(3,3J=COEF*l(UX+wx•wX)/2,) -- ----------ou -3"o ,- --r==-r-, "N Gt- - - ·- - - - - -- - -- - -- -- - -- ----- - --- -- - -- - - - - - - - - -- - - - - - - -- - - -- - - - - - - -- - - - - - - - · 












C TREL=l - MATRIZ DE RIGIDEZ DO fLEMENlO ATUAL NO SISTFMA GLOBAL 
C JREL=2 - MAlRJZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO AlUAL NO SISTEMA LOCAL 
e 
C NEL = NUMERO DO ELEMENTO ATUAL 
C Nl = NUMERO DO NO INICIAL 





DTMENS!ON ICON(JJ,Xlll,Y(ll,Zl!),Dll J,PRUPII), 




Nl =ICON(L+ 1) 
N2:TCON(L+2) 
140 
C CALCULO DO COMPRIMENTO DO ELEMENTO, DDS lRES COSENOS ülRETORES 







C CALCULO DO COMPRIMENTO INICIAL DO ELEMENTO 
!F1IFORM.NE.5JGO 10 20b 
IF(INCR.NE.1 JGO TO 206 




C CALCULO DA MATRIZ OE ROTACÁO OiJ CALCULO DA f\ATRI2 DE RülACAO E 





GO ro 203 
· --- -~-0-1--e-or,;-r-r1•t1-e- ----- --------------------- -------- -
C JREL=2 
lROT=l 
203 co;n I NUE 
CALL ROTACCR,Rl,CX,CY,CZ,JROTl 
e 
C CALCULO D05 DESLOCAMENTOS DO NO INICIAL E 00 NO FINAL, t 
C ARMAZENAMENTO NOS VETORES DLI E 0L2, RESPECTIVAMENTE 




C CALCULO DOS COEFICIENTES D~ MATRIZ RIEL NO SISTEMA LOCAL, 




GO TO 29</ 
252 CON'JINUE 
CALL RTAN21NEL,PROP,LL,OLl,OL2,RIELJ 
















299 CONT INlJE 
JF(!REL•ll2DQ,205,2DG 
204 CONTINUE 




C CALCULO DA MATRIZ AIEL NO SISTEMA GLOBAL: RIEL=RT•RIEL•R 
C PRODUTO DE Rl POR RlEL, RESULTADO EM RT 
D030l J::t,NGLEL 
DO 302 J=t,NGLEL 
AUX(JJ=u. 
DO 302 K=l,NGLEL 
AUXIJ)=AUXIJJ+HTIJ,KJ•RJEL(~,JJ 
302 CONTINUE 




- - -e- - - ,,Fi-O-l'l11T-O- -1Yr-- -,n--pfJR- ~"',- -R~-s-trcr-.~ o-ci--E"M- -s:-1 t-c- - - - - - - - - - -- -- --- - - - - - - - - - - - - - - --- - -- - -- · 
DO 304 !=!,NGLEL 
DO 304 J=!,NGLEL 
RIEL<I,JJ=0, 







C ARMAZENAMENTO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO NEL NA MATRIZ 
C DE RIGIDEZ TOTAL 
e 
C NEL = NUMERO DO ELEMENTO ATUAL 
C Nl = NUMERO DO NO INICIAL 











DO 301 J=I, Nr;f. 
L2=Ll+J 
N2=1COi, lL2 l 
I2=NGL<!J-l) 
J2=NGL•(N2-ll 
DO 301 K:t,NGL 




















---- --- ·· -- -·K?.=,· ?.-fK· -- ----- -----
204 CONTINUE 






206 co~n INUE 
Kl=l-l+L 








C MONTAGEM DA MA1RIZ DE l'IGIOEZ TOTAL 
e 









C CALCULO DA LARGURA Dk SEMI-BANDA f APMALENAMENTO EM LS8 
LSB=O 









LSB=NGL• (LSB+l l 
e 
C INICIALIZACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL 
DO 302 J::t,N 




C MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ OE CADA ELEMENTO NA MATRIZ DE 
C RIGIDEZ TOH,L 
e 
C MATRIZ DO ELEMENTO NO SISTEMA GLOBAL 
IREL=l 
--· ---------Du-30 3 · wn: ,,-r, ~ E.-- -- --- - -- -- --- - - --- - ----- --- -- -- - - - - - -- - -- - - --- - - - - - - - - - - - - - -- - - - -- - -- -
e 




C LOCALIZACAO DA MATRIZ llE RIGIDEZ DO ELEMENTO NA MAlRlZ DE 
C RIGIDEZ TOTAL 
CALL MORELCNEL,ICON,RJTO,RIEL) 





C ARMAZENAMENTO DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGtNTE EM RAUX NO METUDU 
C ITERATIVO OE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO IMET00=2) 
C ITER IGUAL A 1 - GUARDAR RITO EM RAUX 






IF(ITER.GT.lJGO TO 201 
e 
C GUARDAR A MAlRJZ RITO EM RA1JX (llER IGUAL A l) 
DO 301 I=t,N 







C DEVOLVER A MATRIZ RAUX (]TER MAIOR UUE li 
DO 302 I=!,N 
DO 302 J=t,LSB 
R!TOIJ,J):RAUX(J,J) 






C INTRODUCAO DAS CONDICOES DE CllNlORNIJ lRtSTRICOES NODAIS OU 
C APOIOS) 
e 














C VALORES PRESCRITOS A SEREM C0NS10tRADOS: 
C FIXACAO DO COEFICIENTE DA DIAGONAL PRINCIPAL DE PITO IGUAL A 
C 1, E LOCALIZACAO D05 VALORES PRESCRITOS EM DTADP 
KL=Kl+l 






































IF(l-JJ?Vl ,20.1,202 -- ----z,:r 1- -e r.rrn-1 NDE- -· --- · -- ----- -------- ------------ ---· ---- -- -------------- ------ -- ------------ ---· 
MlN::l 
GOTO 203 







C SOLUCAO DO SISTEM/\ OE E(JUACOES Llr,EARE.S PELO 11ETOD0 DE 
C ELIMINACAO DE GAUSS, PAkA SISTEMAS S!MElRICOS EM BANDA 
e 
C MATRIZ CONTENDO A PARTE TRIANGULAR SUPERIOR DO SISTEMA, A = 
C ARMAZENADO OE ACORDO COM O ESGUtMA DA BANDA SJMETR!CA 
C ORIGINALMENTE CONTEM OS COEFICJtNfES INDEPENDENTES. [l = 
C DEPOIS DA SOLUCAO CONTEM OS VALORtS INCOGNITOS DO 
C SISTEMA 
C ATUAL NUMERO DE INCOGNITAS N = 
C ATUAL LARGURA DA SEMI-BANDA LSB = 
C OIMENSAO DO NUMtRO DE LINHAS DE A E B NX : 
C DIMENSAO DO NIJM[RO DE COLUNAS DE A MX = 








I F ( A 8 S ( C l -O. O O O() O I J 2 O l , 2 O 1 , 2 O 2 
202 CONTINUE 
e 
C OIVIS~O DA LINHA PELO COEFICIENTE DA DIAGONAL 
NI=Kl+LSB-2 
L=M)~(IH,NJ 
DO 302 J::2,LS13 
D(JJ::A(K,JJ 
302 CONTINUE 






C ELIN)IIACAO D4 INCOGNITA X(K) DA LINHA J 
DO 30ll l=Kl,L 
K2=I-Kl+2 
C=D (K2) 









C CALCULO DA ULT111A INCOGNTTA 
lF(AbS(~(N,IIJ-o.0000011201.201,2n3 
203 CONTINUE 
!1(NJ=B(NJ/A!N, 1 J 
e 
C aPLICACAü Dü PROCESSO DE RElRO-SUBSTJTUJCAO PARA CALCIJLAR AS 
C Jt-JCOGNI TAS 
e 




L =M l N ( N J, ,n 





201 C(HH l~IUE 
Wf<!TE(JM, 101 )K 
l()J FORMAT(// 16X,100("*"), 2Cll6X,''*", 98X,"•"J / 16X,"*", 9X, 
•"SINGULARIDADE NA LINHA", IS, "DA MATRIZ DE RIGIDEZ 101", 






C JNTEGRACAU DO SISTEMA OE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 
C PRIMEIRA ORDEM PELO METODO DE RUNGE-KUTIA DE QUARTA ORDEM 
C F(J)=DY(I)/DX, (1=1,2, ••• ,NJ 
e 
C A SUBROUTINE RUNGE E CHAMADA QUATRO VEZtS POR INCREMENTO 
C N : NUMERO OE EWUACOES 
C AGA : VALOR DE INCREMENTO X 
C X = VARIAVEL INDEPENDENTE 
C Y : VfTOR DOS VALORES INCOGNITOS DO SISTEMA 
C F = vFTOR CONTENDO AS EQUACOES DIFERENCIAIS 
C YBAR = VfTOR PARI ARMAZENAR OS VALORES INICIAIS DO VETOR Y 
C FI : VETOR DAS FUNCOES INCREMENTO DO METODO DE RUNGE-KUTTA 
C IRUN = INDICADOR DA ETAPA llO METODO IJRUN: 1, 2, 3 OU 41 




C ETAPA I DO METODO DE RUNG(-KUTTA (IRUN=lJ 
251 CONTlNUE 





C SA1DA PARA ATUALIZACAO DOS VALORES DAS DERIVADAS 
Rf. TURN 
c 






C SAIDA PARA ATU4LlZACAO DOS VALORES DAS DtRJVAOAS 
RE.TU,m 
c 
C ETAPf, 3 00 MF:TDDO DE RIJIJGf.-KUTTA (JRUN=.Sl 
253 CONT I l•UE 





e SAIDI PARA ATUALIZACAO DOS v•LDRES DAS OFRJVADAS 
RETURN 
e 

























INTEGRACAO on SISTEMA OE [QLJACOES blFtR~NCIATS OROJNARJAS DE 
PRIMEIRA OROEM PELO METODO PREDICTOR-CORR[CTOR DE HAMMING 
O METODO DE HAMMING NECESSITA DE TRLS VAI_ORES INICIAIS JA 
CALCUL~DOS ANTERIORMENTE. 
A SUBROUTIN[ HMJNG E CHAtsAOA DtJAS VtZES POR TIKREMF:NTO: A 
ETAPA PREDICTOR E A ETAPA CQRRECTOR DO METODO 
N = NUMERO DE EQUACOES 
AGA = VALOR DE INCREMENTO DE X 
X = VARlAVEL INDEPfNOENTE 
YPRED = VETOR DOS VALORES PREDITOS DE Y ICALCUI.ADO NA ETAPA !l 
Y = MATRIZ DAS SOLUCOES (INCOGNJTASJ 00 SISTEMA 
F = MATRIZ CONTENDO AS EílUACOES DIFERENCIAIS 
ET = VETOR DOS ERROS DE TRUNCAMENTO ~STJMAOOS 
!HMI = INDICADOR DA ElAPA DO METODO (IHM!: l OU 2) 
DIMENSJON YPliEDl!),Y(N,a),f(N,31,Eflll 
---e---
1FCIHMI.EQ.2JGO TO 201 
e 
C ETAPA PREDICTDR DO METODO DE HAMMING (IHMl=lJ 
c 
C CALCULO DOS VALORES PRFDlTllS PARA O PROx]MO PONTO 
e 
DO 301 l=I,N 
YPRED(I):Y(l,4)+4.•AGA•C2.*F(I,1)-F(l,21+2.•F1I,3))/3, 
3"1 CONTINUE 
C ~TUALIZACAO DAS MATRIZES Y E F 
DO 302 I=l,N 
DO 302 KS=l,3 
K=5-K5 
Y(l,KJ=Y(T,K-ll 
1 F I K. L T. llJ F (l, K) =F I l, K-\ J 
302 CONilNUE 
e 
C MOOIFICACAO DOS VALORlS PRFDJTOS Y(I) us•NDO o ERRO DE 
C TRUNCAMENTO FSTIMADO liA ~TAPA ANlERIOR, E INCREMENTO DF X 
D0303T:),N 
YII, 1 l=YPREDCI l->112.•ET(I)/9. 
303 CONTINUE 
X=X+AGA 
C SATDA PARA ATUALIZACAO DOS VALORES DAS OERJVADAS 
f<f TURN 
e 
C E:TôPA CORRECTOR 1)0 METO[)O DE HAMMING C!HMI:2) 
149 
e 
C CALCULO CORREGIDO E ~t.LHORf.OO DOS VALDRtS Y(J J E ARMAZENAMENTO 
C DO ERRO DE TRUNCAMENTO ESTIMADO NA ETAPA ATUAL 
e 
201 CílNT lNUE 
DO 304 I=!,N 
Yíl,1)=(9.•Y(I,2)-Y(l,4)+3.*AGA*(Fl!,ll+2.•F(I,2l•F(!,3l))/ 
·ill-8. 
E 1 ( I J = 9 • * ( Y ( 1 , l l • Y PR E D (.l ) ) / 1 2 1 • 





C CALCULO DA NOVA GEOMETRIA DA ESTRUTUR• ICDRRECAO DAS 
C COORDENADAS DOS NOS) 
e 
C !COR = +! - CALCllLO DAS COORDENADAS DA E:STRUTURÁ UfFOFlMADA 
C DTADR = VETOR INCREMENTAL Dt DESLOCAMENTOS 
C JFORM = 5 M[TOD = ! , 2, 3, 4, 5 OU 6 
C -1 - CALCULO DAS COORDENADAS INICIAIS DA ESTRUTURA 
C DTADP = VETOR OE DESLOCAMENTOS ACUMULADOS 
C !FORM; 5 M[TOD =SOU 6 
COMMON NLMX,NCMX,NN,NE,NNAP,NNCR,NNE,NGL,NGLEL,N,LSb,LC,lM, 












C CALCULO DA ilílRMA EUCLIDIANA MODIFICADA UOS UESLOCAMENTOS 
e 






DO 301 l=!,fl 
JF(AHSlDIJJJ-o.oonorion1J201,201,202 

















D T ME N S I O N R 1: 1\ C ( l l , 1 CU N l l ) , X ( 1 l , Y l 1 J , 7. l l l , P H O P C 1 l , FOR C ( l l , 
•tJCIJ 
C JNTCJALIZACAO 00 VETOR OE PEACOES REAC 




DO 302 NEL:1,NE 
C NEL = NUMERO DO ELEMENTO ATUAL 
C N! = NUMERO DO NO INICIAL 
C N2 = NUMERO DO NO FINAL 
L =1,NE • l '"EL-t l 
- - - - - -- ·· -- - -1;i1-=i:C-ct ~,-(-t_ -..-1-} · · · - - - · - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
f; 2 = I C O ,J ( L + 2 J 
Kl=NGL•ll,1-1 l 
K2=NGL* (N2-I J 
e 
C CALCULO DO COMPRIMENTO DO ELEMENTO, OOS lRES COSENOS DIHFlORfS 































TDf S = j 
2 
[lfORM = 
CALCULO DO VETOR DE DESEQUJLJBRTO NOD~L DTADP 
- CALCULO DAS CARGAS DE EOUILJbRIO NODAL NO FINAL DO 
INCREMENTO !CARGAS APLICADAS E REACOES DE APOIO) 






C CALCULO DA CARGA DE EQUILIBRIO NODAL PARA O DESLOCAMENTO 
C !ACUMULADO) O CONSIDFHADO E ARMAZENAMENIO EM REAC, REAC=PITO*D 
DO 301 I=l,N 
REACIIJ=o. 
DO 30! ,Jtl=l,LS5 
I8=I-JB+l 
iF(ltl-ll201,202,2Q2 
20 1 corn r r,uE 
IFIJBJ202,202,203 
203 CONTI'IUE 
R E AC I l l = R E AC ( 1 l +RITO ( I B, J 5 l * D ( Ili ) 










2 ,,7 C otH I Nu E 
C OBTIVEMOS O CALCULO DAS CARGAS APLICADAS E REACOES DE APOIO 




C CALCULO DO VETOR DE DESEQUILIBRIO NODAL, DTADP=lNCR*P-RlAC 




C JNTRODUCAO DA5 CONDlCOES DE CONTORNO: TORNAR NULO O VETOR 
C REAC=RITO•D NAS DlRECOES APOIADAS, OU StJA, FAZER OTADP=P NAS 
C REFERIDAS DIRECOES 




Dl1 303 M=!,NGL 
L?=L!+M 
K;>=K!+M 











C C~LCULO DOS ESFORCOS (FORC•S AXIAIS) NOS ELEMENTOS 









C MATRIZ SECANTE DE CADA ELEMENTO NO SISTEMA LOCAL 
----11,e1:-<c-----------------------------------------------------------------------------------
1F c 1FORM.EQ.211R1G=h 
IF(IFORM.,Q.3)JRJG=? 
DO 3ul NEL=t,NE 
CALL RIGELCNEL,ICON,X,Y,Z,D,PROP,RIEL,R,RT,DLl,DL2,LLlN, 
•IREL,NPONT,SJG,EPSJ 





C PRODUTO DE RIEL POR DAUX, RESULTADO FM FAUX 
DO 303 J:J,NGLEL 
e 
FAUX(IJ=O. 






C MODULO DA FORCA AXIAL NO ELEMENlO NEL 
FORC(NEL)=SQRT(FAUX(4)**2+FAUX(5)••2+FAUX(bl••2) 







C CALCULO DOS FSFORCOS NO ELEMENlíl ATUAL NO SISTEMA DE EIXOS 
C LOCAL IIFORM=Ql 
C - FüRMULACAO LAGPANGEANA 












IFINPOiiT,NE.DlGO TO 201 
PROD=PROP(NELl•F•DEFOR 




20 2 corn HJUE 
FLEL(l )=-PRflD•(t+IJX) 













C CALCULO DOS FSFORCOS NO ELFMFNTO ATUAL NO SISTEMA DE EIXOS 
C LOCAL llFOAM=Sl 
C - FORMULACAO LAGPANGEANA ATUALIZADA 




•E, I FOR M, M F. l O D, M I N C R, r-1 I TER, GAMA , Z 1) LA M, IH PR E:, 1 N C R, 1 TE!<, IR l G 
REAL LL,LLJN 
OIMENSION PROP(l l,LL!Nl1),FLEL(6J,FXI! l,FYII l,FZ(ll,SIG(!l, 
+[PS(!) 

























C CALCULO DOS FSFORCOS (FORCAS AXIAIS) NOS ELEMENTOS, E, SE: 
C TESF = 1 • CALCULO DO VETOR DE DESEOU!LIBRIO NODAL DTADP 
-·· -e- -------------;,- --- -t;-1t ti: vt D - t11.-g - t irH e;-" s- -or -i-rn; I t: T lrfl-1-0- -r, 01) 111: -No- r· I NA t: -DD ------
C INCREMENTO (CARGAS APLICADAS E REACOES DE APOIO) 









*LLINl! ),SIG!1J,EPS(1 J 
C TNICIALlZACAO DO VETOR DE REACOES PEAC 




DO 302 NEL:\,NE. 
C NEL: NUMERO DO ELEMENTO ATUAL 
C Nl = NUMERO DO NO INICIAL 
C N2 = NUMERO DO NO FJNAL 
e 
L=NNE.• (l<EL-1 J 




C CALCULO DO COMPRIMENTO DO ELEMENTO, DOS TRES COSENOS DIRETORES 
155 











C CALCULO DOS DESLOCAMEN10S DO NO INICIAI_ E DO NO FINAL, t 
C ARMAZENAMENTO NOS VETORES DLI E OL2, RESP(CTJVAMENTE 




C CALCULO DOS FSFORCOS NO ELEMENTO ATUAL NO SISTEMA OE EIXOS 




1 F ( I FOR M .I' l,. 5 ) CAL 1. E SE L 5 ( 'J E L, PR O P , L LI N, L L, F L E L, F X , F Y, F Z, 
•NPONT,SIG,EPS) 
C MODULO DA FORCA AXIAL NO ELEMENTO ATUAL 
FORCCNELl=SQRT(FLELIQ)**2+FLELl5)••2+FLELl6l**2) 
---e------------------ - ----------------------------------------------------------------------------------
e CALCULO DOS ESFORÇOS NO ELEMENTO ATUAL, NO SISTEMA Df EIXOS 
C GLOBAL 
D O 3 O 3 I = ! , N (; L E L 
FGELCIJ=o. 




C CALCULO DAS CAPGIS DE EQLJILJBl!lü NODAL 







IFIIESF.EQ.IJGO 10 2v3 
C OBTIVEMOS O CALCULO DAS CARGAS APLJC~DAS E REACOES DE APOIO 




C CALCULO DO VETOR DE DESEQUILIHRIO NODAL, DTADP=INCR*P-REAC 





C HHIWDIICAO DAS CIJNDICUES DE CONTORNO: lURNAR NULO O VETOR REAC 
C NAS DIR[COFS APOIADAS, ülJ SEJA, FAZER DlAUP:P NAS REFERIDAS 
C DIPECOES 
DO 3U5 L=l,NNA.P 
Ll=(NGL+1J•IL-ll+t 
IW=I APO CU.) 
Kl :NGL*(NO-t) 













C SAIDA DOS RESULTADOS NA IMPRESSORA 
e 
C CAR~CTEH!STICAS DOS METODOS ITERATIVOS: 
C IRES= l - E OBTIDA A CONVERGENCIA (FINAL DE UM INCREMENTO) 
---e- ---------- ---?.- ----1:.- -,d Vi"G 1tr,-o- -f'rA x-r Mi) - -D1:- -1-;-e:-,:,-At:-OE-s- -.. (ffi- -rm:-1u:1·1ENftr- - - - - - - - - -




D IM f N S 1 O N TI C A IH 1 J , D ( t ) , R E/, C ( 1 l , f O R C ( 1 ) , F X ( l ) , F Y ( l l , F Z ( 1 ) 
e 
C TMPRESSAO DO NIJMERO E DO TITULO DO CARRtGAMENTO 
W R 1 TE ( IM, 1 ú 1 J NUM E R, ( lI C AR ( I ) , J = 1 , t 11) 
e 
101 FORMAT("l", l5X,IDDI"=") li 2bX, "RESULTADOS"/ 26X,10(":"J 
* li 2bX, "PARA O CARREGAMENTO=", 1a, " DE TITULO:", 
*lílA4 /J 
C IMPRESSAO DAS CAPACTER!STICAS DA ANALISE, FUNCAO DE M(TOD 
IFCIFORM.f::Q.t )GO TO 201 
GO Tü(25l,25J,252,252,253,253),ME10D 
251 CONTit,UE 
1F(IR~S.NE.31GO TO 202 
C TRf:S=3 
WRITE(JM,IH2J 
ID2 FORMATC16X,10D("-"J // 2bX, "FINAL Dt UM PASSO JTERAllVO"!l 
(;Q TO 203 
202 CONTINUE 
252 CONTINUE 
IF(TNCR.EO.MINCR)GO TO 204 
WRl TE ( I'", 103) 




1v R l TE ( I M , 1 ü ll ) 




ID5 FORMAT(2bX, "NiJMERU 00 INCREMENTO", !!X,":", 13X,15 / 2hX, 
*ºNUMERO DO PASSO ITF.Rl'-.llVO", 6X,":::", 15X,I5 / 26X, ''NORMA", 
•" DOS DESLOCAMENTOS", BX,"=", BX,F!0.7 / 2bX, "VALOR DE T", 
•"ESTE DA CO•WEl·IGtNC!A =", 8X,Ft0.7 /l 
IF(!METOD.ED.3).0R.(METOD.EQ,4J)GO TO 259 
IF(IRES.NE.2)GO TO ?OS 
C TRES=2 
WRJTE(IM, I06)MllER 
106 FORMAT(26X, "O METODO ATINGIU O NUMEMO MAXlMO DE ITERACOE", 
•"S POR INCREMENTO:", IS/ 26X, "(NAO CONVERGIU)"/) 
GOTO 206 
205 CONTINUE 
IF(IRES.NE.t)GO TO 206 
C IRES=! 
~RITE(!M,lü7JMITER 
107 FORMAT(2oX, "O METUOO CONVERGIU"/ 2DX, "(NAO ATINGIU U N", 




- - - - - - - - - - -- I FC TffCK.TQ ~ <'I TN CR rG U -,-o- -2-0 7- - ------ ---- -- -- -- - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - . 
e 
tlRJT( ( IM, !(!8) 








IIG FORMAT(26X, "NUMERO DO INCREMENlU", SX,":", 9X,15 /) 
259 COfHUfüE 
201 CONTINUE 
C JMPRESSAO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS 
>1RIT((IM, ! J 1) 
e 
111 FORMAT(l6X,!OO("-"l // 2&X, "DESLOCAMENTOS NODAIS"/ 2bX, 
*20("-") li 28X,~No", l8X,''U'', 24X,~V", 2qx, 11 w« / 2bX,b("-'') 
*, 9X,15("-"l, IOX,151"-"J, \(IX,15("-"ll 
DO 301 l=l,N:, 
K1:NGL•(l-1Jtl 




C IMPRESSAO DAS REACOES E CARGAS NODAIS (EOUJLIBRJO NODAL) 
WRITE.(lM, l i3l 
e 
158 
113 FORMAT(/ lbX,!OD("-") // 26X, "PtACOES E CARGAS NODAIS (E", 
•"QUILI8Rlíl NODAL)"/ 26X,q2("-"J li dBX,"NO", 18X,"RX", 23X 
*,"RY 1', ?3X, 11 RZ'' / 26X,6("-''), 9X,t5("-"), JOX,15("-''), lOX, 
•15("-"J) 
DO 302 l=\,NN 
K ! ::,iGL • C l-1 J + 1 
K2=KJ HIGL-1 
W RI TI:. ( l M, l 1 'I ) J , CP E AC l J J , J = K 1 , K 2 J 
l 14 FORMAT(26X,.T6,9X,F!5.6,2(JUX,F!5.6)J 
3()2 CONTlNUE 
C TMPRESSAO 00$ ESFURCOS (FORCAS AXIAIS) NOS ELEMENTOS 
IFlIFOHM.GT.!IGO TO 209 
C IFORM IGUAL A 1 
r/RITE(IM, 115) 
115 FORMAT(/ !6X,10HI"-") li 2bX, "ESFORCOS NOS ELEMENTOS"/26X, 
• 22("-"J li 26X, "ELEMENTO", 19X, "FORCA AXIAL"/ 26X, 
•81"-"J, 17X,!S("-")l 






C IFORM MAIOR OU IGUAL A 2 
WR!TECIM,IJ7l 
e 
1 y,- -f 0-R"t A-f(-/ - 1 t,-X ,-1-0 o-t ,. __ "- J 11- - ê.õ X ,- - ~!: -S-F ü is-c-o-s- -N"O 5- - EtettE NTOS-" 1-2 ,,-x-; -----
• 22(''-'') li 26X, 11 EI_EMENTO'', tOX,"FX'', lbX,''FY 11 , lbX,~Fz~, 
•1ox, "!FORCA AX!-Ali'.' / é'6X,8("-"), Ql3X, 15("-"))J 









S U 6 R ou T l NF A LI NE l I T J TllL, X, Y , Z , I C (JN, P ij O P, 1 A P O, RE AC, TI C AR, P, 
•DTADP,U,FORC,AUXI,RITO,RIEL,R,RT,DL1,DL2,PRESC,FX,FY,FZ, 
*Ll_lN,NLJMER,NPONl,S!G,EPSJ 









• L 1. 1 N ( t l , S l G ( l l , E PS ( 1 l 
159 
e 
C APLICACAO DOS P•SSUS DA ANALISE 
c 










C SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES LINEARES 
CALL SOLSJ(RITO,P,AUXJ,N,LSB,NLMX,NCMX,!M) 
e 
C CALCULO DOS ESFORCOS (FORCAS AXIAIS) NOS ELEMENTOS 
CALL FSFL!(REAC,lCON,X,Y,Z,PROP,FílHC,Pl 
e 
C SAIDA DOS RESULTADOS NA IMPRESSORA 
e 
CALL RESUL(NUMER,TICAR,P,REAC,FOPC,Fx,FY,FZ,EPSJL,IRESI 
fff T UllN 
END 
SUclROUJINF F25Ml41JITUL,X,Y,Z,ICON,PROP,IAP0,REAC,JICAR,P, 
--DT A D p-,-o-.-ro Rt ,-1, ux 1-, R J ,o-,-pr Er,-R-, RT, O[ T; 1Jt? ,-PR ESC-i rX ,T Y ,-F7. - -
*LLlN,RAUX,NuMER,NPONT,SIG,EPsJ 
C lNALISE NAO-LINEAR: G[OMETRJCA IIFORM = 2, 3, ~ OU 5) 
C GtOMETRICA E FISICA llFORM = q OU 5) 
C METOD = 1 - METODO ITERATIVO D[ NEWlON•RIPHSON 
C 2 - METOD0 ITERATIVO DE NEWlON-RAPHSON MODIFICADO 
C 3 - HETODO INCREMENTAL CONVENCIONAL 





•E, lFORM, METOD, MlNCR, MlTER,GAMA, ZDLAM, JMPRE, !NCR, ITER, JlnG 
REÀL LLIN 
DIMENSIOtl TITULll),X(J),y(J),Z(t),JCONl!),PROPl1),lAPOlll, 








INICIALlZACAO DOS VElORES DE: CARGAS NOUAIS P; DESLOCAMENTíl$ 
'<DIJAIS IACUM\JLADOS) D, E UESElJIJlLlHRTIJ NODAL DTADP 






C APLICACAO DE CADA INCREMENfO 
e 
Díl 302 lNCR=t,MTNCR 
e 
160 
C Ci,LCULO DO VfTOR INCRE.MENTAL DE CARGAS NODAJS DTADP 




C APLICACAO DE CADA PASSO ITERATIVO 
e 
DO 304 TTER=!,HITER 
e 
C MONfAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE. 
C (SE METOD=2 A MATldZ sn E CALCULADA UMA VEZ POR It,CREMENTU) 
IF1MET0D.NE.2lGO TO 201 




•NPOIH, 5.lG, EPS l 
202 CONTINUE 
1F(METOD.NE.2)GO TO 203 
CALL ARMRTCR.lTO,RAUXl 
-- - -21, .:s- -cn-r.r; IH01:- - -- - - -- -- -- - -- - - -- - - - - -- - - - -- - -- - - -- - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - -- - - -- - - - - - - - - - - - - - -
e 
C INTRODUCAO DAS CONDICOES DE CONTORNO (RESTRICOES NODAIS) 
CALL APOIO(IAPO,RTTO,OTADP,PRESCl 
e 
C SOLUCAO Dü SISTEMA DE EQUACOES LINFARES 
CALL SOLSI(RITO,ülADP,AUXl,N,LSH,NLMA,NCMX,lMl 
e 
C ACUMIJLO DO VFTfJR DE DESLOCAMENTOS NODAIS DTADP NO VtTOfl D 




C MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ SECANIE 
C IA MATRIZ SOE CALCULADA SE IFORM FOR IGUAL A 2 OU 31 







C CALCULO DAS COORDENADAS DA ESTRUTURA DEFORMADA (IFORM=Sl 






C CALCULO DA NORMA DOS DESLOCAMENTOS E VERIFICACAO DA 
C CONVERGENCIA 00 PROCESSO ITERATIVO 
CALL NORMA(D,DTADP,EPSIL) 
IF(EPSJL,GE,GAMAJGO TO 205 





C VERIFICAR SE E O ULTIMO PASSO ITERATIVO 
IF(ITER,LT,MITERIGO TO 207 





C CALClJLO DO VETOR DE DESEQU!LIBRIO NODAL DTADP E CALCULO DOS 
C ESFORCOS (FORCAS AXIAIS) PARCIAIS NOS ELEMENTOS 
IF((lFORM,EQ,4),0R,(IFORM,Eíl.S)lGO TO 2D8 












C SAIDA DOS RESULTADOS PARCIAIS NA IMPRESSORA, FUNCAU DE lMPRE 
IF(JMPRE.Ll.2lGO TO 21~ 




21 O CONTINLJE 
304 CONTINUE 
20b CONTINUE 
C CALCULO DAS CARGAS DE EQUlLIBRIO NODAL LCARGAS APLICADAS E 
C REACOES DE APOIO) E CALCULO DOS ESFORCOS (FORCAS AXIAIS), NO 
C FINAL DE CADA INCREMENTO 
JF(lNCR.Eíl.MJNCR)GO TO 216 







21 7 C OíH l NUE 
iF((IFURM,fQ.aJ.OR,(IFORM.EQ,S)JGO TU 211 
162 





211 CONTINUE ~ 





C SAIDA DOS RESULTADOS NA IMPRESSORA !FINAL DO INCREMENTO), 
C FUNCAO DE IMPRE 
IFIIMPRE.GE.l)GO TO 2)3 
C I11PRE : O 
JFITNCR.NE.MINCR)GO TO 214 
213 CONTINUE 







- - - - - - - - - - +f'-N(JRM-,-tJil, -F ()-9, C, -;, tJ-X -J- i R-r l-0,-R J·e-t-,-R-,-r,-1"; Dt. -1-; Dt ?.- i f'i< E-S e:-.-r X-,-F-y-; f-z, --------
•LLlN,FR,DPRED,DH,FH,ET,NUMER,NPONT,SlG,EPSJ 
e 
C ANALISE NAíl-LINEAR: GEOMFTRJCA (IFORM = 2, 3, q OU 5) 
C GEOMETRICA E FISJCA llFORM: q OU 5) 
C METOD = 5 - METUDO Df RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM 
C 6 - METOOO PREOICTOR-CORRECTOM OE HAMMING (OS TRES 






D I ME N S l O í, T I TU L ( 1 J , X ( 1 J , Y ( 1 ) , Z ( 1 J , l C ü N ( 1 J , PR ü P ( 1 l , I A P O ( l l , 
* I< E AC ( 1 l , TI C A IH 1 ) , P 1 1 l , P NO R M ( 1 ) , DR C 1 ) , FOR C ( 1 ) , A U XI ( 1 l , 
*RlTO(NLMX,NCMXl,RIELINGLEL,NGLELl,RCN~LEL,NGLELI, 
•RT(NGLEL,NGLELJ,DL111J,DL2(JJ,PRESC(lJ,FX(l),FY(lJ,FZ(IJ, 
* L L l N C 1 J , F R ( ! ) , [J PR E D ( 1 l , D H I N , q 1 , F H ( N , 3 ) , E T ( 1 ) , S I G l t l , 1: PS ( 1 l 





TNICIALIZACAO DO PARAMETRO DE CARG~ LAMbD, 




SFU VALOR MAXIMO 
C TNICIALIZACAO DO VETOR DE DESLOCAMENTOS NODAIS DR IMETODO DE 
C RUNGE-KUTT-1 E DA MATRIZ DE DESLOCAMfNTOS NODAIS DH IMETODO DE 
C HAMMHJG) 






C FIXACAO DO INDICE QUE TESTA O TIPO DE INTEGRACAO A SFR USADA 
IFCMETOD.EQ.&JGO 10 201 
C METOD=S 
iMET:MINCR 






C APLICACAO DE CAOA INCREMENTO 
e 
DO 302 INCR=l,MINCR · 
lF(INCR.GT.IMETJGO TO 203 
e 
C SOLUCAO DO STSTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 
C PRIMEIRA ORDEM PELO METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM 
e 
[H) 3U3 JRUN=l,ll 
I TER= IRI.J!'l 
· ---e- --t At:cut n-o·o- -v;: T-or.r-01:- -e ;tfn:, Ac;- -1,00...- 1-s--N1J Rffiri:.-r ,-,rn-As- -pwom,- ------------------
DO 3011 I=l,N 
pNORM(J):p(J)/LAMAX 
304 COtH INUE 




C INTRODUCAU UAS CONDICOES DE CONTORNO IRtSTRICOES NODAIS) 
CALL APO!O(IAPO,RJTO,PNORM,PRESC) 
C CALCULO DAS DERIVADAS 
CALL S0L5J (RITO,PNORM,AIJXI,N,l_Sf3,NLM,.,NCMX, !Ml 
DO 305 1:.1, N 
FR ( I J =c''<ORM ( I) 
305 CONTINUE 
C CALCULO DAS COORDENADAS lNicTAIS OA ESTRUTURA (!FORM=51 




C INTEGRACAO DO SISTEMA DE EílUACOES DlFtRENCTAIS 
CALL RUNGECN,DlLAM,LAMGD,DR,FR,DPRED,fT,IRUN) 
C CALCULO DAS COORDENADAS DA ESTRUTURA DEFORMADA (fFORM=S) 







C GUARDAR DR E FR PARA O Mf10D0 Dt HAMM!NG (ME10D=6) 
JF(METOO.FQ.SJGO TU 200 
IN=4-INCR 








C SDL.UCAO DO SJSTE:MA DE EQIJACOE:S DIFERENCIAIS ORDINP.RIAS DE 
C PRIMEIRA ORDEM Pfl.íl METODU PREDICTOR-COHRECTOR DE HAMMING 
e 
C JNICIALIZACAO 00 VETOR DE ERROS DE lRUNCAMANTO ET 1INCR=4J 
IF(INCR.NE.4JGO TO 208 




C ETAPA PREDICTOR DO ME10DO DE HAMMING 
IHMI=l 
209 CONT H!Uf 
C CALCULO DAS COORDENADAS INICIAIS DA ESTWUlURA l!FOPM=S) 
JF(IFORM.NE.S)GO TO 210 
- - - -- -- - -- - -o-n- 3"011-r -, ,-i,- - - - - - - - - - - - - -- - -- - - - - - - - -- -- - - - - -- - - - - -- - - - -- - - - - - --- - - - - - - - - - - -- - - - - - ---






C TNTEGRACAO DO SISTEMA DE EílUACOES DIFEPENCIAJS 
CALL HMING(N,OTLAM,LAMHD,DPRED,DH,FH,ET,IHMI) 
C CALCULO DO VETOR DE CARGAS NODAIS NORMALIZADAS PNORM E 
C ARMAZENAMENTO DA PRIMEIRA COLUNA DA MATRIZ OH NO VETOR DR 
DO ~09 I=l,N 
PNORMII):P(!)ILAMAX 
DR ( I ) = OH ( J, l l 
309 CONTINUE 
C CALCULO DAS COORDENADAS DA ESTRUTURA QFFORMADA lIFORM=~l 








C lNTHODUCAO DAS C0ND1C0FS DF CONTORNO IRESTRICOES NODAIS) 
CALL APOIO(IAPO,RI10,PNORM,PRESCJ 
C CALCULO DAS DERIVADAS 
CALL SOLSIIRllü,PNORM,AUXl,N,LSR,NLMX,NCMX,JMl 
DO 31D I=i,N 
FHCI,ll=PNORM(IJ 
310 CíJNTINUE 
1F(IHMI.EQ.2JGO TO 212 
165 






C MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ SECANTE 
C IA MATRIZ SOE CALCULADA SE !FORM FOR IGUAL A 2 OU 3) 







C CALCULO DAS CARGAS DE EQUlLIRRIO NODAL (CARGAS APLICAD~S E 
C REACOES DE APOIO) E CALCULO DOS ESFORCOS (FORCAS AX[AISJ, NO 
C FINAL DE CADA lliCMEMENTO 
[F((lFORM.EG.aJ.OR.(IFORM.Eíl.5JJGO TU 214 
C JFORM = 2 OU 3 
IDES=2 
CALL DES23CRITO,OR,PNORM,P,JAPü,RFAC,IDESJ 










C S~IOA DOS RtSULTADOS NA IMPRESSORA (FINAL DO INCREMENTO), 
C FUNCAO OE IMPRE 
IF(IMPRE.FQ.!)GO TO 216 
C lMPRE=O 
lF(INCR.NE.MINCR)GO 10 217 
21b CO!HlNUF 
C IMPRE=1 
CALL RESUL(NUMER,TICAR,DR,REAC,FORC,FX,FY,FZ,EPSIL,JRESJ 
217 CONTINUE 
302 CONTlNUE 
RfTURN 
ENO 
